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Resumen
Las l�aminas ferromagn�eticas ultradelgadas son sistemas magn�eticos caracterizados por una

fuerte anisotrop��a uniaxial producto del con�namiento delsistema en una de sus direcciones.�Esta
favorece el alineamiento de los momentos magn�eticos de los�atomos perpendicular al plano de
la l�amina. Un caso paradigm�atico de estos sistemas son las l�aminas generadas por deposiciones
de hierro en cobre. El orden magn�etico de estos sistemas es de gran complejidad debido a la
competencia entre las interacciones de intercambio y dipolar magn�etica a diferente escala espacial,
adem�as de la presencia de anisotrop��a. Todas estas propiedades dependen fuertemente de las
condiciones de preparaci�on de las muestras, de su espesor y temperatura. A bajas temperaturas, se
observan dominios magn�eticos perpendiculares de fajas.�Estas son dominios caracterizados por una
modulaci�on en una de las direcciones cristalinas. A medida que la temperatura aumenta el ancho
de las fajas disminuye hasta alcanzar una transici�on de reorientaci�on al plano o una transici�on a
un estado desordenado dependiendo de los par�ametros experimentales. Esta transici�on puede estar
mediada por fases desordenadas que poseen simetr��a de rotaci�on: una fase nem�atica, de simetr��a
en �= 2 y una fase tetragonal, de simetr��a de rotaci�on�= 4.

En el presente trabajo se propone un modelo de espines cl�asicos en donde se tiene en cuenta
la interacci�on de intercambio (responsable del ordenamiento ferromagn�etico), anisotr�opica (res-
ponsable de los ejes de f�acil magnetizaci�on) y dipolar magn�etica (responsable de la generaci�on de
dominios magn�eticos) para explicar la fenomenolog��a.

En la primera parte, el objeto de estudio son las propiedades magn�eticas en el l��mite de alta
anisotrop��a, donde el modelo propuesto queda expresado en t�erminos de un Hamiltoniano de
espines deIsing (dos estados). Un diagrama de fases detallado junto con un an�alisis de estabilidad
es presentado para el caso de� peque~no, donde� es el cociente entre las intensidades de la
interacci�on de intercambio y dipolar. De la comparaci�on entre las predicciones de campo medio y
Monte Carlo se deduce que las regiones en donde Monte Carlo predice la fase nem�atica, campo
medio predice fajas h��bridas, caracterizadas por combinaci�on de dos o m�as anchos de faja. Por
otro lado, Monte Carlo no muestra la dependencia del ancho de faja con la temperatura predicha
por Campo Medio.

En la segunda parte se toma el modelo m�as general, representadopor espines deHeisenberg
(vector unitario). Un minucioso an�alisis del diagrama de fasesa temperatura cero en funci�on de
� y � es expuesto, donde� es el cociente entre las intensidades de la anisotrop��a uniaxial por
esp��n y la interacci�on dipolar. Este modelo presenta una transici�on de reorientaci�on en donde la
direcci�on preferencial de los espines rota de perpendicular a paralelo a la l�amina. Para valores de
� mayores a la reorientaci�on, y en sentido creciente, existen regiones de fajas bien diferenciadas:
una denominada canted, caracterizada por una componente demagnetizaci�on en el plano no nula
dentro de los dominios y paredes suaves; una saturada, con dominios perpendiculares y paredes
suaves y una fase Ising, sin componente de magnetizaci�on en el plano y paredes abruptas. Los
resultados encontrados sugieren que las transiciones entre fajas que se observan experimentalmente
se producen en la regi�on saturada.

Un diagrama de fases (T; � ) es expuesto para el caso� = 6, donde T es la temperatura. Para
alta anisotrop��a el sistema presenta el mismo comportamiento descripto en el modelo de espines
de Ising. Para anisotrop��as intermedias se observa una transici�on de reorientaci�on y dependencia
del ancho de fajas con la temperatura como ha sido observado en los experimentos. Observamos
que este modelo obedece a una ley de escala que permite extrapolar el diagrama de fases a valores
arbitrarios de � , encontrando gran acuerdo con los resultados experimentales. Presentamos fuerte
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evidencia de que las transiciones entre fajas est�an mediadaspor la din�amica de dislocaciones y
que esta din�amica se hace muy lenta al aumentar la anisotrop��adebido al costo energ�etico de las
paredes. Por �ultimo, realizamos algunas apreciaciones sobre el comportamiento de cu~nas, donde
obtenemos los mismos patrones de fajas observados en los experimentos.

PACS: 75.70.Kw, 75.40.Gb, 75.40.Mg, 75.40.Cx, 75.10.Hk

Palabras Clave: Simulaciones num�ericas, Modelos de espines cl�asicos, Propiedades Din�amicas,
Propiedades magn�eticas de monocapas y l�aminas delgadas, Simulaciones de Monte Carlo, Inter-
acciones Competitivas
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Abstract
Ferromagnetic ultrathin �lms are characterized by a strong uniaxial anisotropy due to the

presence of an interface. This may favor a perpendicular alignment of the magnetic moments within
the �lm. An example of this system is the �lm obtained by the deposition of Fe on a Cu substrate.
Competition between the short-range exchange interaction and long-range dipolar interaction plus
the action of anisotropy generate complex magnetic order. Thin �lms magnetic properties are
strongly dependent on preparation conditions, thickness and temperature. At low temperatures,
the system presents stripes, characterized by a modulation of theperpendicular magnetization
in one direction only. When the temperature is increased, thestripes become narrower up to a
transition into a ferromagnetic in-plane state or to a disordered state depending on experimental
parameters. The disordering process can be mediated by two disordered phases, the nematic, with
�= 2 rotational simetry, and the tetragonal liquid, with �= 4 rotational simetry.

In the �rst part, we study the thin-�lms magnetic properties in the limit of high anisotropy,
where the system is described by anIsing with short and long range interactions. We present
a detailed calculation of the (�; T ) phase diagram,� being the ratio between exchange and di-
polar interaction intensities andT the temperature. We compare the results of both mean �eld
approximation and Monte Carlo numerical simulations in the region of low values of� . We found
that, in the regions of the phase diagram where Monte Carlo simulations display nematic order,
the mean �eld approximation predicts hybrid solutions composed by stripes of di�erent widths.
Another remarkable qualitative di�erence between both calculations is the absence, in this region
of the Monte Carlo phase diagram, of the temperature dependency of the equilibrium stripe width
predicted by the mean �eld approximation.

In the second part, we propose aHeisenbergmodel to account for the behavior at interme-
diate anisotropies. We calculate the complete zero temperature (�; � ) phase diagram,� being the
ratio between anisotropy and dipolar interaction intensities. Increasing the value of� through the
reorientation phase transition we �nd three di�erent stripes solutions: a canted phase, with non-
zero in-plane magnetization within the domains; a saturated phase, characterized by zero in-plane
magnetization within the domains and nonzero within the domains walls; andIsing stripes, with
zero in-plane magnetization and sharp walls.

We also present a detailed calculation of the (T; � ) phase diagram with� = 6. We �nd that the
limit of high � values is consistent with the results obtained with theIsing model. We observe the
reorientation phase transition and stripe width dependence with temperature. The phase diagram
presents a scaling law and can be extrapolated to arbitrary values of� , obtaining a good agreement
with experiment. We �nd that the mechanism mediating stripe width transitions is the dislocation
dynamic. This dynamic becomes slower at high� values. Finally, we simulate wedges appreciating
the same phenomenology as experimental systems.

PACS: 75.70.Kw, 75.40.Gb, 75.40.Mg, 75.40.Cx, 75.10.Hk

Keywords: Numerical simulation studies, Classical spins models, Dynamics Properties, Magnetic
properties of monolayers and thin �lms, Monte Carlo Simulations, Competitive Interactions
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Cap��tulo 1

Introducci�on al presente trabajo

El comportamiento de las l�aminas ferromagn�eticas ultradelgadas ha adquirido gran importan-
cia en los �ultimos 20 a~nos. Varios hechos signi�cativos contribuyeron en este proceso: el desarrollo
de t�ecnicas e�cientes para producir y controlar la calidadde las muestras; el avance en materia
de detectores y t�ecnicas de medici�on y las potenciales aplicaciones tecnol�ogicas en sistemas de
almacenamiento de datos. La producci�on de estas l�aminas se realiza con la t�ecnica de deposici�on
epitaxial. �Esta genera materiales nuevos que no son posibles de estabilizaren bulk, lo que deman-
da nuevas teor��as para explicar las propiedades observadas.A medida que los tama~nos se hacen
menores, se hace m�as necesaria la caracterizaci�on microsc�opica de los procesos magn�eticos a nivel
nanom�etrico. Las pel��culas ferromagn�eticas ultradelgadas son sistemas propicios para el estudio
de propiedades fundamentales del magnetismo en dos dimensiones.

El orden magn�etico en l�aminas ferromagn�eticas ultradelgadas es de gran complejidad debido a
la competencia entre las interacciones de intercambio y dipolar magn�etica a diferentes escalas junto
con la anisotrop��a cristalina de la muestra. Todas estas propiedades son fuertemente dependientes
de las diferentes formas de preparaci�on. No obstante la gran cantidad de resultados experimentales
publicados, es todav��a dif��cil llegar a conclusiones generales a�un en cuestiones b�asicas, como el
tipo de orden ferromagn�etico a bajas temperaturas. Es por ello que el an�alisis de modelos sencillos
adquiere gran relevancia y este trabajo es una contribuci�onen este sentido.

En el Cap. 2 se hace un compendio de los resultados te�oricos y experimentales existentes en la
literatura hasta la fecha. Describimos en forma detallada laspropiedades de los sistemas magn�eti-
cos bidimensionales abarcados por los trabajos te�oricos y experimentales, haciendo hincapi�e en las
obtenidas por deposiciones Fe/Cu. En la segunda parte del trabajo abordamos la problem�atica de
las l�aminas con fuerte anisotrop��a uniaxial. El modelo emergente para estos sistemas corresponde
a un Hamiltoniano de Ising con interacciones dipolares magn�eticas. En los Caps. 3 y 4 encontra-
mos el diagrama de fases a temperatura �nita en la aproximaci�on de campo medio y mediante
simulaciones de Monte Carlo respectivamente. En este �ultimo caso se analiza el problema de las
condiciones de contorno enHamiltonianos con t�erminos de largo alcance. En el Cap. 7 compara-
mos las soluciones generadas por ambos m�etodos y exponemos las limitaciones del modelo. Estos
resultados han sido publicados en la Ref. [1].

En la tercera parte presentamos los resultados para el modelo m�as general, �este corresponde
a un Hamiltoniano de Heisenbergdipolar con anisotrop��a uniaxial y campo magn�etico externo.
En el Cap. 5 presentamos el diagrama de fases a temperatura cerocompleto para todo el rango
de par�ametros del modelo. Los resultados de este cap��tulo se encuentran en la Ref. [2]. En el
Cap. 6 estudiamos las propiedades t�ermicas de este sistema paratodo el rango de par�ametros y
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analizamos el orden magn�etico ante variaciones de espesor. Una parte de estos resultados se han
publicado en [3] y la otra ser�a sometida en breve [4] Por �ultimo, en el Cap. 7 presentamos las
conclusiones.



Cap��tulo 2

Formaci�on de patrones en pel��culas
ferromagn�eticas ultradelgadas

La existencia de fases moduladas debido a la competencia entreinteracciones de corto y largo
alcance abunda en la naturaleza. Su presencia se encuentra en sistemas en apariencia tan dis��miles
como l�aminas ferromagn�eticas ultradelgadas [5], garnets ferrimagn�eticos [6{8], superconductores
[9], monocapas de Langmuir [10{12], sistemas qu��micos de reacci�on-difusi�on [13], fosfol��pidos con-
�nados en una interfase agua-aire [14], ferro
u��dos, celdasde convecci�on de Rayleigh-B�enard,
copol��meros (diblock copolimers) [15].

Para cada caso se aplica un par�ametro de orden que depende del problema, este puede ser una
densidad de espines, densidad de carga, fracci�on volum�etricade alg�un compuesto, etc... Las escalas
caracter��sticas de estos patrones var��an desde cientos de angstroms hasta varios cent��metros [15].

En este trabajo nos centraremos en el estudio de la fenomenolog��a de un tipo particular de
sistema que desarrolla modulaciones en la magnetizaci�on: lasl�aminas ferromagn�eticas ultradel-
gadas. El inter�es por estudiar el orden magn�etico en estos sistemas aparece con el desarrollo de
las t�ecnicas de crecimiento epitaxial (MBE, molecular beam epitaxy) y de so�sticados m�etodos
de microscop��a magn�etica [16], en especial, el avance tecnol�ogico en materia de detectores de po-
larizaci�on [17]. El MBE es capaz de producir l�aminas de alta calidad con interfases abruptas y
un buen control de espesor. Al depositarse, la sustancia sublimada adquiere una estructura cris-
talina compatible con la del substrato. El resultado es un nuevomaterial con un orden distinto
al que puede ser encontrado en forma aislada. Ejemplos de estas l�aminas son las deposiciones de
Fe/Ag(001), Fe/Mo(110), Co/Au(111), Co/Ru(011) y Fe/Cu. Tam bi�en hay que mencionar a las
l�aminas mixtas, que son de gran utilidad porque permiten un mayor control de las propiedades
del sistema. Ejemplos de �estas son las deposiciones de (Fe/Ni)/Cu(001), Co/Cu/(Fe/Ni)/Cu(001)
y Fe(111)/Ni/W(110).

A continuaci�on haremos una breve s��ntesis del proceso de producci�on de estas l�aminas, de las
propiedades estructurales y magn�eticas. El hincapi�e ser�a puesto en las l�aminas de Fe/Cu(100) ya
que son un ejemplo paradigm�atico y sobre el cual hay m�as estudios realizados sobre sus propiedades
magn�eticas.
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2.1. Resultados experimentales

2.1.1. Fabricaci�on y medici�on

Una l�amina de substrato mec�anicamente pulida (Cu(100),Ag(100),Au(111),W(110)) es someti-
da al bombardeo por iones de arg�on para remoci�on de impurezas. Mediante espectroscop��a Auger
(AES, Auger electron microscopy) es posible veri�car el grado depureza de la super�cie. La
super�cie resultante es limpia pero rugosa por lo que es necesario un tratamiento t�ermico para
suavizarla. El recocido (annealing) es llevado a cabo durante varios minutos y su efectividad es
controlada por la calidad del patr�on de difracci�on producido por electrones lentos (LEED, low
energy electron di�raction).

Luego, se deja enfriar el substrato hasta llegar a la temperaturade deposici�on. La l�amina se
sintetiza por medio de la t�ecnica de crecimiento epitaxial (MBE, molecular beam epitaxy). �Esta
consiste en la evaporaci�on del elemento a depositar por calentamiento de alambres o bombardeo
de un blanco del material. El elemento evaporado sublima sobreel substrato a tasas muy bajas, de
modo que copia la estructura cristalina del mismo. Debido a la baja tasa de deposici�on, el tiempo
de exposici�on es prolongado, siendo necesarias condiciones de UHV para evitar la contaminaci�on
-principalmente debida a la presencia de ox��geno [18]. El crecimiento es monitoreado mediante la
t�ecnica RHEED (re
ection high energy electron di�raction) .

Si se interpone una m�ascara m�ovil entre el substrato y el 
ujo dematerial sublimado, es
posible generar muestras de espesor variable en forma de cu~na. La principal ventaja de esta
t�ecnica es que permite comparar las propiedades magn�eticas a diferentes espesores sobre una �unica
muestra, independizando los resultados de las condiciones depreparaci�on, cosa que es m�as dif��cil
de lograr en preparaciones independientes. Las propiedadesde las l�aminas var��an sensiblemente
con la temperatura de la deposici�on. B�asicamente se pueden obtener dos tipos de l�aminas: las de
baja temperatura y las de alta temperatura [19].

La caracterizaci�on de los patrones magn�eticos se realiza con un microscopio electr�onico de
barrido con analizador de polarizaci�on (SEMPA, scanning electron microscope with polarization
analysis) que consiste en un microscopio electr�onico de barridosumado a un detector de Mott
(ver [20, P�ag. 73] y referencias all�� citadas). Este microscopio genera un haz de electrones de
10� 100keV que incide en la muestra de donde son reemitidos dos clases de electrones: los elec-
trones \escatereados" por los n�ucleos de la muestra (scatteredback electrons) cuyas p�erdidas de
energ��a van de 0 % a 20 % y los electrones secundarios emitidosdesde los �atomos excitados por el
haz, cuyas energ��as son menores a 50 eV. La polarizaci�on de los electrones secundarios est�a de-
terminada por la magnetizaci�on del lugar donde fueron emitidos. Mediante dispositivos �opticos
especiales, estos �ultimos son capturados y conducidos a un detector de Mott. �Este consiste en una
l�amina de oro que re
eja los electrones de manera asim�etrica dependiendo del estado de polari-
zaci�on de cada uno. Los electrones de cada haz son conducidosa diferentes detectores donde son
contabilizados. De la diferencia normalizada entre las se~nales de uno y otro detector se obtiene
el color del p��xel correspondiente al lugar de incidencia del haz del microscopio. En la Fig. 2.1 se
observa un esquema de funcionamiento: los electrones secundarios poseen polarizacionesS1 y S2

dependiendo de si la magnetizaci�on es up o down. En la Fig. 2.2se observan dos im�agenes de un
sistema de fcc-Fe/Cu de 3 ML(monocapas): en(a) se gra�ca la suma de las se~nalesS1 + S2 de los
detectores que provee informaci�on de la topograf��a de la muestra; en(b) se gra�ca la polarizaci�on,
obtenida de la diferencia normalizada, (S1 � S2)=(S1 + S2). De la comparaci�on de las dos im�agenes
se puede conocer la dependencia de la magnetizaci�on con el substrato.
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Este m�etodo ofrece varias ventajas: por un lado, debido a que la magnetizaci�on se calcula con
la diferencia normalizada de la polarizaci�on, es insensiblea efectos estructurales; por otro, la alta
resoluci�on, limitada por el spot del microscopio electr�onico (� 10nm) y por el compromiso entre
el tiempo de exposici�on y la intensidad de se~nal; por otra parte, como el camino libre medio de los
electrones secundarios es peque~no, s�olo son detectados los que provienen de las capas superiores
y, por �ultimo, la conexi�on entre el esp��n y el vector magnetizaci�on de la muestra es directa. Con
dos detectores se pueden diferenciar la componente perpendicular de la planar y con cuatro aislar
cada una de las componentes.

Figura 2.1: Esquema de funcionamiento del dispositivo SEMPA.

Asimismo, este m�etodo tiene algunas desventajas: la primera es eltiempo de exposici�on por
p��xel, que oscila entre 10 seg. a varios minutos debido a la baja e�ciencia de los detectores de
polarizaci�on; la segunda, es la destrucci�on de la polarizaci�on producida por el impacto de los
electrones secundarios en su camino desde la muestra a los detectores. �Este es otro motivo por el
cual son necesarias las condiciones de ultra-alto vac��o. Para citar un ejemplo, en las mediciones
de Portmann et al. [21] el tiempo por p��xel es de 10 mseg y las fotos son de 256� 256px., dando
un tiempo de medici�on de 11 min.

M�as detalles de la t�ecnica experimental se pueden encontrar en: Scheinfeinet al. [23], Hubert
et al. [20] y Freemanet al. [16].

2.1.2. Propiedades estructurales del hierro en cobre

Bajo condiciones normales de presi�on, el Fe volum�etrico (bulk) posee un diagrama de fases
muy rico y complejo, el cual puede ser resumido en la siguiente tabla:

Nombre Estructura Temperatura Orden magn�etico
� -Fe bcc T < 770C ferromagn�etico
� -Fe bcc 770< T < 912C paramagn�etico

 -Fe fcc 912< T < 1394C paramagn�etico
� -Fe bcc 1394< T < 1538C paramagn�etico

fusi�on T = 1538

El hierro volum�etrico (bulk) posee orden bcc (Fe-� ) a temperatura ambiente. Al depositarse
sobre el substrato de cobre, adopta la estructura fcc del mismo. Jesser et al. observaron que
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a b
Figura 2.2: L�amina de fcc-Fe/Cu(100) de 3 ML de espesor generada por SEMPA. (a) S1 + S2

brinda informaci�on de la topograf��a de la muestra. (b) polarizaci�on ((S1 � S2)=(S1 + S2)) Del
contraste blanco/negro de(b) se deduce que la componente de polarizaci�on es esencialmente
perpendicular al plano. La imagen muestra como los dominios est�an anclados a los defectos de la
muestra. Adaptado de Ref. [22].

este comportamiento se mantiene hasta un espesor de 20�A, luego del cual se observan centros
de nucleaci�on con orden bcc [24]. El hierro depositado adquiere el par�ametro de red del cobre
(aCu = 3;61�A, muy similar al valor del 
 -Fe). El cobre ejerce tensi�on sobre el hierro debido a
que su par�ametro de red es� 1 % mayor. Estas variaciones en la estructura del material afectan
radicalmente las propiedades magn�eticas. Moruzziet al. [25] realizan c�alculosab-initio de energ��a
en fcc-Fe volum�etrico encontrando, en sentido creciente del par�ametro de red del substrato, un
estado no magn�etico, uno antiferromagn�etico y otro ferromagn�etico. Estas transiciones son de
primer orden y presentan variaci�on del valor del momento magn�etico por �atomo. Vemos entonces
c�omo las propiedades estructurales del material depositadodependen tanto del material depositado
como del substrato. Este proceso introduce cambios radicales enlas propiedades magn�eticas del
sistema. Un an�alisis m�as detallado de la interdependencia delorden magn�etico con la estructura
cristalina puede hallarse en Portmann [21].

2.1.3. Propiedades magn�eticas

El magnetismo en los s�olidos surge, a escala local, debido a la presencia de la interacci�on de
intercambio entre �atomos vecinos. Esta interacci�on es de origen puramente cu�antico y tiene sus
fundamentos en el principio de exclusi�on de Pauli. En los ferromagnetos, el intercambio favorece
el alineamiento paralelo entre los momentos magn�eticos delos �atomos. Excepto para muestras
con formas muy particulares, la alineaci�on de todos los momentos genera energ��a magnetost�atica
muy intensa debido a la interacci�on de largo alcance de los momentos dipolares. Esto se reduce
dividiendo al sistema en porciones peque~nas de espines alineados, los dominios, que presentan
distintas direcciones entre si. Los dominios no pueden ser arbitrariamente peque~nos ya que las
paredes que los separan elevan la energ��a del sistema. A esto se suma la anisotrop��a producto de la
red cristalina que favorece determinadas orientaciones de los dominios y que depende del material.
Si el sistema estudiado posee una de sus dimensiones del orden de la monocapa, la modi�caci�on
del n�umero de vecinos de los �atomos de la super�cie genera una anisotrop��a super�cial. uniaxial.
�Esta compite con las interacciones ya mencionadas, raz�on porla cual las l�aminas ferromagn�eticas
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ultradelgadas poseen un comportamiento �unico que no es observado en sistemas tridimensionales
de igual composici�on. La presencia de una interfase genera anisotrop��a uniaxial cristalina a causa
de la disminuci�on del n�umero de primeros vecinos en las capas superiores de la l�amina y la
modi�caci�on de las hibridizaciones de los �atomos [26]. Este efecto s�olo es notorio cuando la l�amina
es muy delgada, tanto como para equiparar las dem�as contribuciones a la energ��a. En el caso de
las l�aminas ultradelgadas, la interacci�on dipolar generauna anisotrop��a que favorece la orientaci�on
de los espines en el plano. Seg�un el material constitutivo de la l�amina, la anisotrop��a super�cial
favorece la alineaci�on perpendicular (anisotrop��a uniaxial perpendicular) o paralela a la l�amina,
como son los casos del hierro y del n��quel respectivamente [27].

A temperaturas su�cientemente bajas, una l�amina de Fe/Cu(100) de 1� 5 monocapas de es-
pesor (ML) presenta orden ferromagn�etico en la direcci�on perpendicular [28]. A medida que el
espesor aumenta, la direcci�on de magnetizaci�on rota al plano [29]. Esta transici�on es llamada
transici�on de reorientaci�on y es denotada como SRT (del ingl�es spin reorientation transition). El
fen�omeno de reorientaci�on se da en varios tipos de l�aminas,variando el substrato y el elemento
depositado. Esta propiedad se ha reportado en l�aminas de Fe/Ag(001) [30{32], Fe/Mo(110) [33],
Co/Au(111) [34, 35], Co/Ru(011) [36], Fe/Cu3Au [37] y Fe/Cu [5]. Tambi�en hay que mencionar
las l�aminas mixtas, de gran utilidad ya que permiten tener mayor control sobre las propiedades
del sistema, por ejemplo las deposiciones de (Fe/Ni)/Cu(001), Co/Cu/(Fe/Ni)/Cu(001) [38] y
Fe(111)/Ni/W(110) [39, 40]. Propiedades similares han sido reportadas recientemente en l�aminas
m�as gruesas de material amorfo, 25-1000 nm, Fe78B13Si9 [41]. Asimismo existen l�aminas con mag-
netizaci�on perpendicular a bajas temperaturas que no presentan reorientaci�on al plano. En funci�on
de las condiciones de preparaci�on, las l�aminas de Fe/Cu(100) pueden o no exhibir reorientaci�on.
Ejemplos de estos dos casos se pueden ver en los trabajos de Allenshpachet al. [5] y de Vaterlaus
et al. [42]). Pappaset al. miden la magnetizaci�on remanente en l�aminas de bcc-Fe/Ag(100) y
fcc-Fe/Cu(100) depositadas a bajas temperaturas y encuentran que la transici�on del eje de f�acil
magnetizaci�on est�a mediada por una regi�on aparentementesin orden magn�etico [43, 44]. Obtienen,
adem�as, que la temperatura de reorientaci�on disminuye sensiblemente con el espesor del �lm. La
posible existencia de un r�egimen sin orden de largo alcance mediando entre dos regimenes orde-
nados gener�o gran controversia. En la Fig.2.3 se puede observar la magnetizaci�on remanente en
funci�on de la temperatura para dos l�aminas de 2;5 ML y 3 ML. Por medio de la t�ecnica SEMPA,
haciendo uso de un microscopio electr�onico con resoluci�on lateral inferior a 0;5 mm, Allenspach
et al. observan la formaci�on de dominios perpendiculares en una l�amina de Co/Au(111) de 3 ML
de espesor [34]. La misma t�ecnica es aplicada a una l�amina de espesor variable de Fe/Cu(100) a
175 K. Para 2;3 ML< d < 5;3 ML la magnetizaci�on es perpendicular al plano y ends = 5;3 ML
se observa la reorientaci�on de los espines. Parad > 5;3 ML la l�amina ordena ferromagn�eticamen-
te en el plano. Luego sintetizan una l�amina de espesords sobre la que miden la magnetizaci�on
perpendicular para varias temperaturas en el rango 230 K< T < 295 K. En este experimento se
observa la aparici�on de dominios prolados similares a fajas que se alinean con una de las direc-
ciones cristalinas. El m�odulo de la magnetizaci�on espont�anea demuestra que no hay reducci�on de
los momentos magn�eticos a lo largo de la cu~na, por lo que el gap paramagn�etico mencionado por
Pappas (Ref. [43])se debe solamente a la presencia de dominios m�as peque~nos que la resoluci�on
del instrumento. La presencia de dominios perpendiculares esreportado para diversas l�aminas:
Fe/Cu3Au [37], Fe/Ni/W(110) [40] y Co/Cu/(Fe/Ni)/Cu(001) [38]. Trab ajos m�as recientes logran
capturar im�agenes de alta resoluci�on de la con�guraci�on magn�etica de las muestras en donde que-
da con�rmada la existencia de fajas con magnetizaci�on perpendicular. Estos resultados se dan en
gran variedad de l�aminas, independientemente de que presenten o no reorientaci�on.
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Figura 2.3: Dependencia con la temperatura de la magnetizaci�on remanente para l�aminas de
Fe/Cu(100) de 2;5ML y 3 ML [43]
.

Diagrama de fases

Un diagrama de fases parcial en las coordenadas (d; T) es obtenido por Qiuet al. para una
l�amina de Fe/Ag(100) [30, Fig. 5], donded es el espesor de la l�amina. El par�ametro de orden
utilizado para calcular las transiciones es la magnetizaci�on remanente planar y perpendicular
medidas mediante efecto Kerr. Estos resultados son extendidospor Baudelet et al. mediante la
misma t�ecnica aplicada a una l�amina de Fe/Cu3Au(100) [37, Fig. 4]. Diagramas cualitativamente
similares son obtenidos para Fe(111)/Ni/W(110) [39, Fig. 3] y Fe/Ni/Cu(001) [45, Fig. 5]. En
este trabajo exhibimos esos diagramas en la Fig. 6.5. Si bien sonl�aminas de diferente material,
los resultados son cualitativamente los mismos, lo que sugiere laexistencia de un �unico modelo
para explicar el comportamiento. En los diagramas se distinguen: una regi�on de ordenamiento
perpendicular de los espines a bajos valores de temperatura yespesor; una regi�on de orden planar
para bajas temperaturas y espesores grandes y una regi�on paramagn�etica de alta temperatura.
Las dos fases ordenadas est�an separadas por la l��nea de reorientaci�on. Si se parte de la fase
perpendicular, la reorientaci�on puede ser alcanzada aumentando la temperatura o el espesor. Cada
una de las fases ordenadas, a su vez, exhibe una transici�on a la fase paramagn�etica. La disminuci�on
de la temperatura de Curie para l�aminas muy delgadas puede tener varias razones: problemas de
percolaci�on estructural; disminuci�on del momento magn�etico por acci�on de la interfase con el
sustrato o la in
uencia de la anisotrop��a del sustrato. Ejemplo de este �ultimo caso son las l�aminas
mixtas con n��quel. La anisotrop��a uniaxial en el plano de este material permite disminuir el espesor
al cual el hierro experimenta la reorientaci�on. De esta manera se evita la nucleaci�on de bcc-Fe
que ocurre parad > 4 ML (ver [21, Sec. 3.5.1]). En la l�amina de Fe/Cu3Au, la disminuci�on de la
temperatura de transici�on va acompa~nada de una disminuci�on del momento magn�etico del hierro
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debido a hibridizaciones que se producen en la interfase y problemas de percolaci�on estructural
[37]. Sobre la fase perpendicular, cerca de la reorientaci�on, se detecta la presencia de dominios
magn�eticos. En el trabajo de Wonet al. se con�rma la presencia de fajas mediante im�agenes del
sistema [45]. En el diagrama de fases correspondiente a la l�amina de Fe/Ni/W(110) se aprecia
una regi�on intermedia entre las fases perpendicular y planar donde no hay remanencia. En este
sentido, Won et al. reportan la existencia de un gap paramagn�etico entre las fasede fajas y la
ferromagn�etica planar para la l�amina de Fe/Ni/Cu(001) en ciertos rangos de temperatura [45].
Dada la resoluci�on utilizada en la medici�on, este gap no presenta la misma fenomenolog��a que el
observado por Pappaset al. [43].

Variaci�on del ancho de fajas

Vimos en la secci�on anterior como la fase perpendicular est�a caracterizada por dominios de
fajas. Pero, antes de pasar a describir con m�as detalle la fenomenolog��a de esta fase haremos
algunas consideraciones con respecto a la temperatura de Curie Tc de las l�aminas. Trabajando
con l�aminas de Fe/Cu(100) sin reorientaci�on, Portmannet al. encuentran que la temperatura
de desorden es monotonamente creciente con el espesor de la l�amina en la regi�on de espesores
peque~nos, luego de lo cual aparece un m�aximo, cuya naturaleza no ha sido explicada [46]. El
comportamiento de la temperatura de desorden con el espesor es muy importante, ya que las
fases magn�eticas que se observan en el sistema dependen de la distancia a la que se encuentra
Tc. Como esta distancia se puede regular tanto con la temperatura real como con el espesor de la
l�amina, algunos grupos experimentales de�nen una temperatura efectiva de la forma� = T=Tc(d)
y analizan el comportamiento de los dominios en funci�on de� . Debido a la existencia de un
m�aximo en Tc, es posible encontrar valores deT a los cuales el sistema presenta la secuencia de
fases paramagneto-fajas-paramagneto a medida que se incrementa el espesor [42]. En las l�aminas
compuestas de n��quel se observa algo parecido, aunque sus causasson diferentes. En sentido
creciente con el espesor de la l�amina de hierro, se observan las fases ferromagn�etica en el plano
seguida de fajas y vuelta a ferromagneto planar. En este caso, laprimera reorientaci�on se debe
al efecto de la anisotrop��a planar del n��quel que compite con la del hierro. En el segundo caso se
debe a la competencia entre la anisotrop��a uniaxial del hierro y la energ��a dipolar [45].

El ancho de las fajas disminuye al acercarnos a la reorientaci�on (o a la fase paramagn�etica
seg�un corresponda). Allespachet al. es el primero en notar la fuerte dependencia del tama~no
de los dominios con la temperatura en l�aminas de Fe/Cu con reorientaci�on [5]. Portmann et al.
calculan el ancho de fajas en funci�on de la temperatura parauna l�amina sin reorientaci�on de
Fe/Cu(001) con espesor 1;95 ML. Cerca de la transici�on de desorden, el ancho sigue una leyde
potencias de la formah � hmin / (T � Tc)2, en concordancia con una aproximaci�on de campo
medio [47] y con lo predicho por Czechet al. y Kashubaet al. acerca de la existencia de un ancho
de fajas distinto de cero (hmin 6= 0) sobre la l��nea de desorden [48, 49]. Para la misma l�amina se ha
medido la variaci�on del ancho de dominios en todo en rango detemperaturas, como se puede ver
en la Fig. 2.4a, extra��da de [50]. En las ordenadas se gra�ca el ancho de fajas normalizado por el
ancho de fajas sobre la temperatura de desorden. En las abscisas la temperatura normalizada de la
misma manera. Los puntos negros corresponden a anchos registrados sobre fajas en equilibrio. Los
puntos blancos corresponden a los anchos observados en la fase tetragonal. La regi�on sombreada
indica las temperaturas en donde el tiempo de medici�on es menor que el tiempo de equilibrio, por
lo que los dominios all�� observados son estados metaestables del sistema. Los dos ajustes realizados
siguen la ley de potencias mencionada.



26 Cap��tulo 2. Formaci�on de patrones en pel��culas ferromagn�eticas ultradelgadas

a
b

Figura 2.4: (a) Variaci�on del ancho de fajas con la temperatura en Fe/Cu(100) [50]. Los ejes est�an
normalizados por los valores correspondientes a la temperatura de desorden. Los puntos negros
corresponden a anchos registrados sobre fajas en equilibrio. Los puntos blancos corresponden a los
anchos observados en la fase tetragonal. La regi�on sombreada indica las temperaturas en donde el
tiempo de medici�on es menor que el tiempo de equilibrio, porlo que los dominios all�� observados
son estados metaestables del sistema. En l��neas de puntos, dos ajustes realizados de acuerdo a los
resultados de campo medio [47].(b) Variaci�on del ancho de fajas con el espesor de la capa de
hierro en Fe/Ni/Cu(100) [45] gra�cado en escala logar��tmica. La disminuci�on del ancho de fajas
exponencial se condice con los resultados obtenidos por mediode un modelo fenomenol�ogico [38]
aplicado a los resultados obtenidos a temperatura cero por Yafet et al. [51].

Por otro lado, Won et al. miden el ancho de fajas en funci�on del espesor a temperatura
ambiente para una l�amina de Fe/Ni/Cu cerca de la reorientaci�on. Sus mediciones muestran una
reducci�on exponencial del ancho de fajas con el espesor de la l�amina [45]. Este comportamiento es
justi�cado mediante un modelo fenomenol�ogico. La discrepancia existente entre estos resultados
y los arriba mencionados hacen necesarios m�as estudios al respecto.

Proceso de desorden de los dominios

El proceso de desorden que ocurre en los dominios es de gran complejidad. En principio,
existen diferencias entre el comportamiento entre l�aminasdependiendo de si �estas presentan o no
reorientaci�on.

A bajas temperaturas es posible detectar la presencia de 
uctuaciones t�ermicas (ver Ref. [42])
dadas por curvaturas en la pared a la manera de meandros (\meandering") y por los cuatro defectos
topol�ogicos descriptos en la teor��a [52].�Estos comprenden dos clases de dislocaciones (a,b), pasajes
(c) e islas (d) (ver Inset y A en Fig. 2.5). Adem�as, se detecta la presencia de defectos circulares y
patrones tipo chevron (B y C) respectivamente, estos dos �ultimos no predichos por la teor��a para
�lms delgados, aunque comunes en l�aminas magn�eticas m�as gruesas [7]. La manera m�as simple de
estudiar c�omo evoluciona el desorden con la temperatura es por medio de una l�amina de espesor
variable. En la Fig. 2.6 mostramos el patr�on de magnetizaci�on perpendicular para una l�amina de
Fe/Cu con espesor 1;6 ML - 4 ML medida mediante la t�ecnica SEMPA, extra��da de [42,Fig. 3].
La con�guraci�on A es tomada a temperatura ambiente. La regi�on de fajas se encuentra al centro,
rodeada de fase paramagn�etica. Se puede notar como la densidad de fajas aumenta a medida en
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Figura 2.5: Defectos topol�ogicos en una l�amina de Fe/Cu(100) de 2;6 � 0;6 ML a temperatura
ambiente. (A ) Inset: cuatro clases de defectos topol�ogicos seg�un la descripci�on de Abanov et al.
[52]. (a) dislocaci�on que se inserta por arriba; (b) dislocaci�on que se inserta por debajo; (c) pasaje
generado por dos dislocaciones que se insertan desde afuera y (d) isla formada por dos dislocaciones
que se insertan desde el centro. (B ) defecto circular. (C) patrones \chevron".

que se acerca la fase paramagn�etica. El sistema introduce nuevas fajas formando dislocaciones.
En C se observa una ampliaci�on del recuadro en donde se aprecia comolas fajas comienzan a
seguir caminos m�as tortuosos debido a las 
uctuaciones t�ermicas. Disminuyendo la temperatura
a T = 200K (B), esta regi�on se expande. Una ampliaci�on de la zona de transici�on D , revela la
existencia de fajas que se curvan. Muchos de estos �angulos son de90 grados, hecho que introduce
una peque~na simetr��a tetragonal en el espectro deFourier de la imagen (verE). �Este se puede
comparar con el espectro presentado enF, obtenido mediante un modelo deIsing dipolar [53] que
tambi�en presenta evidencia de la fase tetragonal, tema que abordaremos en la Sec. 2.2.

Hasta donde sabemos, no hay evidencia experimental de la existencia de una transici�on entre la
fase de fajas y la ferromagn�etica planar mediada por una fase tetragonal en l�aminas que presentan
reorientaci�on. En l�aminas de Fe/Ni/Cu(001) se observa un decrecimiento abrupto del ancho de
fajas a medida que crece el espesor de la l�amina hasta alcanzar la fase planar. Al igual que lo men-
cionado, a baja temperatura las l�aminas presentan 
uctuaciones dadas por la curvatura de pared.
El proceso por el cual las l�aminas disminuyen de ancho es la aparici�on de sucesivas dislocaciones
a medida que se acerca la reorientaci�on [45]. Como mencionamos, para algunas temperaturas es
posible observar una fase paramagn�etica mediando entre las fajas y el ferromagneto planar, aun-
que los autores no descartan la posibilidad de existencia de fajas m�oviles que no son detectadas
debido a la resoluci�on temporal de la medici�on. El tiempo deadquisici�on para el m�etodo PEEM,
el usado por los autores, oscila entre 10� 100 segundos. En la Ref. [3] mostramos que el estado
desordenado en dicha regi�on podr��a corresponder a un estado tetragonal con alta movilidad. En
l�aminas de Fe/Cu(001) sin reorientaci�on, Portmann encuentra que la din�amica de dislocaciones
es esencial para que el sistema alcance el estado de equilibrio [21]. Esto es observado no s�olo en
las cu~nas, sino tambi�en al variar la temperatura en l�aminashomog�eneas. Los dominios no var��an
en forma continua cuando la temperatura cambia. Un crecimiento continuo de los lados de las
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Figura 2.6: L�amina de Fe/Cu(100) de espesor variable en dondese aprecia el proceso de desorden.
(A ) imagen de una porci�on de l�amina, los espesores van de 1;6 ML (borde derecho) a 4 ML (borde
izquierdo) a temperatura ambiente. (B ) La misma porci�on de sistema a temperaturaT � 200 ML.
Sobre la transici�on, del lado izquierdo se observa la presenciade fuertes 
uctuaciones en las fajas.
(C) Ampliaci�on del rect�angulo se~nalado en (A ). (D ) Imagen de una regi�on de fajas con curvaturas
de 90 grados. (E) Espectro deFourier de la regi�on de alta 
uctuaci�on. ( F) Espectro deFourier
de la fase tetragonal de Ref. [53].

fajas implicar��a un movimiento de dominios a escala macrosc�opica, cosa que es imposible debido
al anclaje que genera la red. Por lo tanto, la variaci�on del ancho promedio en una muestra se debe
a la continua migraci�on de las dislocaciones a trav�es de toda la muestra.

Campo magn�etico

Es muy dif��cil aplicar microscop��a electr�onica al estudio del comportamiento magn�etico de
las l�aminas ferromagn�eticas ultradelgadas bajo la acci�on de un campo externo. Esto se debe a
que el campo magn�etico desv��a a los electrones. Una soluci�on aeste problema es la fabricaci�on
de s�andwiches magn�eticos [38]: sobre una l�amina mixta de Fe/Ni se aplica una capa de Cu de
espesor variable (2� 10 ML). Por �ultimo se deposita una capa de cobalto. Este arregloproduce
un acoplamiento entre las componentes planares de las l�aminas de Co y Fe/Ni que bene�cia
el alineamiento mutuo. Este acoplamiento hace las veces de campo magn�etico planar efectivo.
Cuando la l�amina de Fe/Ni presenta fajas, se observa que �estas se alinean seg�un la direcci�on de la
magnetizaci�on planar del cobalto. Esto indicar��a con la existencia de paredes deBloch entre los
dominios de fajas, consistente con los propuesto por Yafetet al. [51]. En la Fig. 2.7 mostramos
las im�agenes de una l�amina de Co/Cu(6.6 ML)/Fe(2.7 ML)/Ni( 5 ML)/Cu(001) discriminando la
l�amina de cobalto de la de Fe/Ni. Las 
echas se~nalan la direcci�on de magnetizaci�on del cobalto.

Siempre bajo la suposici�on de que el acoplamiento es equivalente a la aplicaci�on de un campo
magn�etico externo, se puede observar que las fajas disminuyende espesor al aumentar el campo.
Este resultado es consistente: como la pared est�a alineada con elcampo, la energ��a de la pared
disminuye y el sistema incorpora m�as dominios. La regulaci�on del campo se consigue al variar el
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Figura 2.7: Im�agenes de la magnetizaci�on del cobalto y el Fe/Ni en una l�amina de
Co/Cu(6.6 ML)/Fe(2.7 ML)/Ni(5 ML)/Cu(001). Las 
echas se~na lan la direcci�on de magnetiza-
ci�on del cobalto [38].

espesor de cobre que media entre las dos l�aminas.

La aplicaci�on de un campo magn�etico con componente perpendicular previo a la medici�on
genera la aparici�on de una fase de burbujas cerca de la transici�on de reorientaci�on en l�aminas de
Fe/Ni. La fase de burbujas se caracteriza por presentar dominiosde magnetizaci�on perpendicular
con forma circular. Este resultado se mani�esta s�olo cuando el �angulo de incidencia del campo
externo no sobrepasa los 10 grados con respecto a la super�cie de la l�amina [54]. Los patrones de
burbujas son muy comunes en l�aminas magn�eticas de mayor espesor [7] bajo la acci�on de un campo
magn�etico perpendicular. Mediante la aproximaci�on de Ginzburg-Landau aplicada a un modelo de
Ising dipolar, Garel y Doniach predicen que la aplicaci�on deun campo magn�etico perpendicular
en sistemas de alta anisotrop��a produce una transici�on de primer orden entre las fases de fajas y
de burbujas [55].

2.2. Resultados te�oricos previos

2.2.1. Energ��as relevantes

El orden magn�etico de las l�aminas ferromagn�eticas ultradelgadas est�a gobernado por la acci�on
de varias interacciones. Las energ��as relevantes son: la energ��a de intercambio E int , la energ��a
dipolar Edip y la energ��a de anisotrop��a Ean . Tambi�en incluimos un t�ermino de campo magn�etico
externo EH , aunque aclaramos que en el presente trabajo no estudiamos laspropiedades del
sistema frente a campos magn�eticos, �este s�olo se usa como estrategia para equilibrar r�apidamente
las muestras.

Energ��a de intercambio: es el responsable de la existencia delorden ferromagn�etico en los
materiales. Debido al principio de exclusi�on de Pauli y al car�acter fermi�onico de los electrones
la funci�on de onda debe ser antisim�etrica. Esta energ��a aparece cada vez que existe un overlap
entre electrones cercanos y puede ser expresada en t�erminos de los valores de expectaci�on de las
componentes de esp��n de cada electr�on. Como el overlap decrece r�apidamente, esta interacci�on es
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de corto alcance. En el modelo, la de�nimos como una interacci�on a primeros vecinos:

Eint = � J
X

<i;j>

~Si � ~Sj (2.1)

donde ~Si es el valor del esp��n del sitioi y J es el valor de la integral de intercambio. La suma
contempla todas las interacciones a primeros vecinos sobre una red bidimensional cuadrada de
tama~no L x � L y. Cada esp��n puede tomar cualquier valor dentro de una esfera de radio 1. Este
modelo se conoce con el nombre de modelo deHeisenbergcl�asicos.

Energ��a dipolar: tambi�en llamada energ��a magnetost�atica o energ��a de forma, por su depen-
dencia con la forma del material. Si bien su magnitud es peque~na comparada con la interacci�on
de intercambio, juega un rol esencial en la descripci�on de laspropiedades magn�eticas debido a
que es un potencial de largo alcance. Es la responsable de la formaci�on de dominios magn�eticos.
Est�a dada por la interacci�on dipolar entre los espines de la red:

Edip = g
X

(i;j )

~Si � ~Sj

r 3
ij

� 3
(~Si � ~rij ) ( ~Sj � ~rij )

r 5
ij

(2.2)

donde~ri denota la posici�on del sitio i y ~rij = ~ri � ~rj . Esta interacci�on posee un primer t�ermino
de caracter��sticas antiferromagn�eticas y un segundo t�ermino que induce una anisotrop��a en la red,
favoreciendo la orientaci�on en el plano de los espines.

Energ��a de anisotrop��a: originada por las rupturas de simetr��a en la red cristalina debido al
cambio en la distribuci�on de vecinos, favorece una determinada direcci�on o plano de magnetizaci�on.
N�eel[26] es el primero en notar que este efecto es sumamente importante en las interfaces del
sistema por lo que debe ser considerado en geometr��as donde la relaci�on super�cie-volumen es
peque~na, como ser el caso de alambres o l�aminas ultradelgadas. En el caso de l�aminas, favorece
una orientaci�on perpendicular o paralela a la red dependiendo de los materiales utilizados en el
experimento y de la forma en que la muestra es generada:

Ean = � K
NX

i =1

(Sz
i )2; (2.3)

dondeN = L x � L y es el n�umero total de espines en la red. En los materiales que estudiamos la
anisotrop��a de super�cie favorece la orientaci�on perpendicular a la red, K > 0, de esta manera
compite con el segundo t�ermino de (2.2).

Energ��a por campo magn�etico: producida por la presencia deun campo magn�etico. En el
presente trabajo de�nimos comoz la direcci�on perpendicular a la red y comox; y las coordenadas
en el plano. En el presente trabajo, los campos son aplicados enla direcci�on x, por lo tanto la
expresi�on para la energ��a es:

EH = � H x
NX

i =1

Sx
i : (2.4)

Para facilitar el an�alisis del sistema, rescalamos todas las interacciones por un factorg, de esta
manera obtenemos:

H = � �
X

<i;j>

~Si � ~Sj +
X

(i;j )

~Si � ~Sj

r 3
ij

� 3
(~Si � ~rij ) ( ~Sj � ~rij )

r 5
ij

� �
NX

i =1

(Sz
i )2 � �

NX

i =1

Sx
i (2.5)
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2.2.2. Temperatura cero

L��mite de alta anisotrop��a

Como mencionamos en 2.1, dependiendo del tipo de l�amina ferromagn�etica ultradelgada y de
su proceso de fabricaci�on se puede con�gurar las propiedades magn�eticas de las l�aminas. Un caso
particular lo representan las l�aminas que no presentan transici�on de reorientaci�on debido a la
existencia de una fuerte anisotrop��a en el sentido perpendicular a la l�amina [42]. En el l��mite de
� ! 1 el Hamiltoniano Ec. (2.5) queda expresado en t�erminos de un modelo deIsing dipolar:

H = � �
X

<i;j>

Si Sj +
X

(i;j )

Si Sj

r 3
ij

(2.6)

donde ahora los espines se reducen a los valoresSi = � 1. Notar que la componente planar de la
interacci�on dipolar es id�enticamente nula y s�olo permanece la contribuci�on antiferromagn�etica.

La competencia entre la energ��a de intercambio y la dipolargeneran un estado de dominios para
cualquier valor de� . Para probar esto, hay que notar que un estado perpendicular monodominio
es desestabilizado por la introducci�on de una pared [56]. Analizando este sistema, Czech y Villain
encuentran que un estado de dominios es energ�eticamente m�as favorable que un estado monodo-
minio para valores su�cientemente grandes de� [48]. Sin embargo, llegan a la err�onea conclusi�on
de que un estado de dominios cuadrados (similar a un tablero de ajedrez), posee menor energ��a
que un estado de fajas. Esta discrepancia es resuelta por Kaplan y Gehring quienes encuentran
que un estado de fajas siempre tiene menor energ��a que uno tipotablero de ajedrez [57]. Kashuba
y Pokrovsky con�rman, sobre un modelo continuo, que el estado defajas es la con�guraci�on de
menor energ��a sobre estados con dominios cuadrados y triangulares [58]. MacIsaacet al. mues-
tran que el estado fundamental es un estado de fajas para� > � c, con � c � 0;425 [59] sobre una
red discreta de espines [60]. Si� < � c el estado fundamental corresponde a un estado antiferro-
magn�etico. Si � > � c el estado fundamental est�a compuesto por fajas antialineadasde anchoh, que
depende de� . MacIsaacet al. muestran que para todo valor de� > � c existe un valor deh tal que
las fajas correspondientes tienen menor energ��a que un estado ferromagn�etico perpendicular o un
estado de dominios cuadrados. En otras palabras, la presencia dela interacci�on dipolar, a�un con
intensidad in�nitesimal, suprime el orden ferromagn�etico monodominio favoreciendo la formaci�on
de fajas. Adem�as, MacIsaacet al. muestran que el ancho de las fajas crece exponencialmente con
la interacci�on de intercambio reescaleadah � e�= 2.

Anisotrop��as intermedias

En el caso de valores de anisotrop��a intermedios es necesario considerar todos los t�erminos del
Hamiltoniano de Heisenberg (2.5). En este caso, a la competencia entre los t�erminos de intercambio
y dipolar antiferromagn�etico es necesario agregar la competencia entre la anisotrop��a uniaxial y
el t�ermino dipolar anisotr�opico. La interacci�on dipolar anisotr�opica favorece el alineamiento de
los espines en el plano en contraposici�on con la anisotrop��a uniaxial. Un an�alisis detallado de
lo que sucede en este caso es presentado por Yafet y Gyorgy [51]. Ellos consideran fajas rectas
separadas por paredes deBloch que se caracterizan por la rotaci�on de los espines sobre un eje
perpendicular a la pared (este tipo de pared demuestra tener menor energ��a que las paredes tipo
N�eel, en donde el eje de rotaci�on es paralelo a la pared [56,61]). Con esta con�guraci�on, la
energ��a del sistema se mapea de manera exacta en la de un modelo unidimensional. �Este depende
exclusivamente del per�l de magnetizaci�on perpendicular alo largo de la coordenada perpendicular
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a la direcci�on de las fajas (ver Cap. 5). Entonces, considerando un per�l con paredes sinusoidales
como el que se muestra en la Fig. 5.1, obtienen una energ��a que depende de tres par�ametro
variacionales (ver Ap�endice C): el ancho de fajash, el ancho de paredw y la magnetizaci�on en
el interior de los dominiosM 0. Trabajando en el l��mite del continuo, el cual tanto h como w
son mucho mayores que el espaciamiento interat�omico, los autores encuentran que existe un valor
m��nimo de la constante de anisotrop��a � SRT , donde � SRT depende de� , tal que: para � < � SRT

el sistema ordena ferromagn�eticamente en el plano y para� > � SRT el sistema presenta dominios
de fajas perpendiculares.�Esta es la transici�on de reorientaci�on que mencionamos en laSec 2.1.
Por encima de la reorientaci�on, el ancho de fajas crece exponencialmente con� . Mediante la
misma cuenta se puede deducir que la magnetizaci�on perpendicular de los dominios,M 0, satura
r�apidamente en 1 para valores de� su�cientemente grandes [56]. Los estados de fajas caracterizados
por presentar componente planar (M 0 6= 1) son los denominados estados canted. En el presente
trabajo extendemos la teor��a de Yafet y Gyorgy (YG) para obtener de forma exacta el diagrama
de fases a temperatura cero (estado fundamental) en el espaciocompleto de par�ametros (�; � ).
En particular, mostramos los l��mites de validez de la teor��a YG.

Comparando num�ericamente las energ��as de los estados de fajas, ferromagn�etico planar, an-
tiferromagn�etico y el estado fundamental correspondiente ala interacci�on dipolar, MacIsaac et
al. obtienen un diagrama de fases a temperatura cero en el espacio (�; � ) para valores peque~nos
de � [62] (ver Fig. 2.8). Para baja anisotrop��a uniaxial se observala presencia de la fase ferro-
magn�etica en el plano. Las fases perpendiculares corresponden a fajas siempre y cuando� > � c.
Para valores su�cientemente bajos de la constante de intercambio y la anisotrop��a, el sistema
est�a dominado por la interacci�on dipolar, cuyo estado fundamental es antiferromagn�etico en el
plano e in�nitamente degenerado [63]. Notar que la expresi�onpara la energ��a de fajas utilizada
en este trabajo corresponde a la energ��a de fajas Ising, i.e., son fajas que no poseen componente
de magnetizaci�on en el plano (M 0 = 1) y cuyas paredes son abruptas, dadas por el cambio en el
valor del esp��n de� 1 a 1. Trabajando sobre el modelo discreto, Whiteheadet al. encuentran que
una fase de fajas canted tiene menor energ��a que una fase de fajas Ising cerca de la transici�on de
reorientaci�on para � = 4;45 [64]. El diagrama de fases obtenido por MacIsaacet al. [62] resulta
por lo tanto incompleto, ya que no lleva en consideraci�on losestado canted. Adem�as, el diagrama
de fases de Fig. 2.8 s�olo considera valores peque~nos de� mientras que valores realistas en l�aminas
de Fe/Cu arrojan valores de� � 100 (ver Cap. 5). Si bien la teor��a YG resulta aplicable para
valores grandes de� , como veremos en el Cap. 5, la misma s�olo resulta v�alida en las inmediaciones
de la transici�on de reorientaci�on. Finalmente, Whiteheadet al. [64] muestran que los estados
canted presentan una fuerte variaci�on del anchoh con la anisotrop��a. Sin embargo, Politi reporta,
en base a la teor��a YG, que la fase canted s�olo ser��a detectable en un intervalo despreciable de
valores de la anisotrop��a y, por ende, no observable experimentalmente [56]. Resulta entonces de
enorme importancia dilucidar estos resultados controversiales obteniendo un diagrama de fases a
temperatura cero preciso, as�� como determinar la relaci�onentre la variaci�on del ancho de fajas con
la anisotrop��a y los estados canted.

2.2.3. Temperatura �nita

Alta anisotrop��a

Las principales di�cultades para el tratamiento del modeloexpuesto, tanto en su versi�on general
como en el l��mite de altas anisotrop��as, est�an dadas por el t�ermino de largo alcance de la interacci�on
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2�

2�

Figura 2.8: Diagrama de fases a temperatura cero del modelo deHeisenbergdipolar extra��do de
la Ref. [62].

dipolar y la frustraci�on que produce la competencia entre las interacciones. Por lo tanto, cualquier
aproximaci�on, tal como el campo medio, arroja un n�umero in�nito de ecuaciones acopladas.�Estas
s�olo se pueden resolver en caso muy puntuales. Czech y Villain derivan una expresi�on exacta de la
temperatura cr��tica entre la fase desordenada y una fase modulada [48] para la Ec. (2.6). Tambi�en
encuentran que el ancho de fajas sobre la temperatura cr��tica es �nito y est�a dado por h(� ) � � .
Comparando estos resultados con el comportamiento exponencial esperado a temperatura cero
nos estar��an indicando una fuerte dependencia del ancho de fajas con la temperatura.

Para temperaturas inferiores a la temperatura cr��tica, esnecesario introducir un ansatz para
lograr resolver las ecuaciones o aplicar alg�un m�etodo num�erico. Mediante una aproximaci�on reali-
zada sobre las ecuaciones de campo medio del modelo deIsing dipolar, Portmann et al. encuentran
que h se aproxima al valor de� sobre la temperatura cr��tica Tc de la forma h(T) � (T � Tc)2

[21, 47].
Restringiendo las soluciones de campo medio a aquellas que presentan fajas, Vindigniet al.

obtienen el comportamiento del ancho de fajas para todo el rango de temperaturas [65]. Ellos
encuentran que el comportamiento a temperaturas cercanas ala temperatura de transici�on sigue
una ley de potencias con exponente 1;9. A temperaturas menores el comportamiento es distinto,
encontr�andose una dependencia deh m�as pronunciada. Estos resultados se pueden ver en la Fig.
2.9. Notar la semejanza entre esta funci�on y la obtenida en los trabajos experimentales (ver Fig.
2.4).

Un detallado an�alisis de campo medio es realizado por Groussonet al. para un modelo deIsing
con interacciones coulombianas [66]. Este modelo guarda muchas similitudes con el modelo dipolar
en el sentido de que posee interacciones de largo alcance que frustran el sistema y le impiden
la formaci�on de un estado ferromagn�etico. Ellos calculan el diagrama de fases a temperatura
�nita y observan la formaci�on de fajas a bajas temperaturas. Cerca de la transici�on a un estado
desordenado, encuentran proliferaci�on de fajas h��bridas,resultado de la combinaci�on de varios
anchos de faja.

Uno de los trabajos te�oricos fundamentales en el �area es presentado por Kashuba y Pokrovsky
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h(T)

T=Tc

Figura 2.9: Ancho de fajas en funci�on de la temperatura calculado mediante campo medio, extra��do
de la Ref. [65]. La curva no es suave debido a que el ancho de fajas est�a calculado sobre una red
discreta.

[49, 58]. Sobre la versi�on continua delHamiltoniano (2.5) (ver referencias), ellos encuentran que
los dominios de fajas pueden ser descriptos como un cristal l��quido. El orden de fajas correspon-
de a una fase esm�ectica caracterizada por poseer orden orientacional de largo alcance sin orden
posicional, que es destruido por dos tipo de 
uctuaciones: curvatura de pared (\meandering") y
dislocaciones. Este estado se caracteriza por poseer correlaciones espaciales que decaen algebrai-
camente y se distinguen con la sigla QLRO (quasi long range order). Sobre la misma idea, Abanov
et al. encuentran que el proceso de desorden puede presentar dos escenarios posibles que describi-
remos a continuaci�on [52]. En el primero, una fase esm�ecticaaparece a bajas temperaturas. Esta
fase soporta los dos tipos de 
uctuaciones mencionadas. A mayortemperatura, la proliferaci�on de
dislocaciones destruyen el QLRO por medio de una transici�on deKosterlitz-Thouless a una fase
nem�atica. �Esta est�a caracterizada por un decaimiento exponencial de lacorrelaci�on espacial. A
temperaturas a�un mayores, aparecen dominios de fajas perpendiculares entre si, esta es la fase
tetragonal. En el segundo escenario, el sistema no puede mantener la fase nem�atica y pasa de la
fase esm�ectica a la tetragonal por medio de una transici�on de primer orden.

Muchas de las propiedades a temperatura �nita de estos sistemashan sido obtenidas mediante
soluciones num�ericas de Monte Carlo en redes �nitas aplicadas tanto al l��mite Ising [53, 60, 67{70],
como al modelo deHeisenberg[62, 64, 71]. Estas se realizan sobre redes cuadradas deN = L � L
sitios usando el algoritmo de Metr�opolis o de ba~no t�ermico.Las simulaciones de Monte Carlo han
sido usadas intensamente para estudiar propiedades a temperatura �nita en modelos de espines.
Sin embargo, las simulaciones de sistemas con interacciones dipolares poseen ciertas sutilezas que
deben ser tenidas en cuenta. Ahondaremos m�as en este tema en el Cap. 4

El primer diagrama de fases a temperatura �nita en el espacio (�; T ) fue calculado usando
simulaciones de Monte Carlo para un sistema peque~no (L = 16) [60]. Mejoras al mismo fueron
obtenidas por Gleiseret al. [67, 72], el cual exponemos en la Fig. 2.10. Las simulaciones muestran
que tanto la fase antiferromagn�etica como las fases de fajas son estables por debajo de cierta
temperatura cr��tica Tc(� ), por encima de la cual el sistema se desordena. Estas fases est�an separadas
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Figura 2.10: Diagrama de fases del modelo de Ising para valoresde � peque~nos extra��do de la Ref.
[72]. A bajas temperaturas se observan las fases antiferromagn�etica (AF), fajas de anchoh = 1 (h1)
y fajas de anchoh = 2 (h2). Con tri�angulos est�a marcada la l��nea de transici�on orden-desorden.
Con rombos, las l��neas de transici�on AF-h1 y h1-h2. La curva con puntos circulares representa la
regi�on donde la fase h1 es metaestable y la curva de puntos cuadrados, la regi�on en donde h2 es
metaestable. La zona sombreada con� < � 1;2 es la regi�on en donde la fase h2 es metaestable. En
la misma zona, para� > � 1;2, la fase h1 es metaestable. Las transiciones entre fases ordenadas son
de primer orden.

por l��neas de primer orden. En torno a la transici�on h1-h2 se observa coexistencia de ambas fases.
Un hecho a remarcar es que las transiciones entre fajas de distinto ancho no dependen de la
temperatura.

Por encima de la temperatura de desorden, el sistema presenta un estado desordenado distinto
a un estado paramagn�etico.�Este consiste de dominios ferromagn�eticos caracterizados por esquinas
de 90 grados [53]. Esta es la fase tetragonal que fuera descriptapor Abanov et al. [52] y se puede
apreciar mediante c�alculos num�ericos del factor estructura [73]. Esta fase ha sido observada en
experimentos recientes [42, 46]. En la Sec. 2.1 presentamos la imagen de una l�amina de Fe/Cu en
donde se observa esta fase.

La forma en que este sistema se desordena presenta una gran complejidad y algunos resultados
son a�un controversiales. Boothet al. proponen que la transici�on entre las fases de fajas y tetragonal
corresponden a una transici�on orden-desorden [53]. Por otra parte, Cannaset al. encuentran
evidencia num�erica del segundo escenario descripto por Abanovet al. , seg�un el cual el sistema
experimenta una transici�on de primer orden entre la fase esm�ectica y tetragonal para� = 2. Esta
transici�on es de primer orden d�ebil, inducida por 
uctuaciones.
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2.2.4. Anisotrop��as intermedias

Un diagrama de fases para el modelo deHeisenberges presentado por MacIsaacet al. en el
espacio (T; � ) para � = 3 [62]. En el se distinguen una fase de fajas de anchoh = 4 a bajas tem-
peraturas y alta anisotrop��a, una fase ferromagn�etica planar a bajas temperaturas y anisotrop��a
y una fase paramagn�etica de alta temperatura. La transici�onde reorientaci�on presenta pendiente
negativa, i.e., al aumentar la temperatura la reorientaci�on se da desde la fase planar a la perpen-
dicular. Este resultado presenta claras discrepancias con la evidencia experimental mencionada
anteriormente [5, 39, 43, 45] y con resultados provenientes de la teor��a de grupo de renormaliza-
ci�on [74, 75]. Posteriormente estos autores aceptar�an haber cometido un error en sus simulaciones
[64].

En lo referente al orden de las transiciones, los resultados quese hayan en la literatura son
discrepantes. En el l��mite de altas anisotrop��as la transici�on entre las fases de fajas y tetragonal
presentado por Boothet al. es continua, en contradicci�on con los resultados mencionados para
el modelo deIsing. Para anisotrop��as intermedias, la misma transici�on cambia gradualmente de
comportamiento convirti�endose en una transici�on continuao de primer orden d�ebil. Este hecho
es observado para l�aminas delgadas tratados con din�amica de Langevin [76, 77]. Por su parte, la
transici�on de reorientaci�on presenta clara evidencia de serde primer orden [56, 74]
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Las principales di�cultades que presenta el modelo deIsing dipolar se deben al car�acter de
larga distancia de la interacci�on dipolar y a la frustraci�on producida por la competencia de los
dos t�erminos del Hamiltoniano. Es por esta raz�on que una aproximaci�on de campo medio, a
pesar de su simplicidad, deviene en un n�umero in�nito de ecuaciones acopladas que s�olo puede
ser resuelto para algunas situaciones particulares. Como vimosen el Cap. 2, Czech y Villain
derivan una expresi�on exacta para la temperatura cr��tica entre la fase desordenada y la fase de
fajas en la aproximaci�on de campo medio [48]. Sin embargo, para temperaturas inferiores, es
necesario instrumentar m�etodos num�ericos de soluci�on de ecuaciones o un nuevo ansatz debe ser
introducido a la aproximaci�on de campo medio [47]. Si bien campo medio es una herramienta
poderosa, desprecia las 
uctuaciones, por lo que es importantecomparar los resultados que se
obtienen con los provenientes de simulaciones de Monte Carlo. En el Cap. 3 hacemos un an�alisis
de campo medio del problema planteado, calculamos la temperatura de transici�on con la fase
desordenada,Tc, estudiamos las diferentes soluciones con sus respectivas regiones de estabilidad,
analizamos la proliferaci�on de estados metaestables cerca de Tc y los �ordenes de las transiciones.
En el Cap. 4 retomamos el problema desde el punto de vista de las simulaciones de Monte Carlo
mediante un algoritmo de Metr�opolis.





Cap��tulo 3

Campo Medio

3.1. Espacio de Fourier

En esta secci�on extendemos el an�alisis de campo medio llevadoa cabo en la Ref. [1] a �n de
estudiar las soluciones de fajas a bajas temperaturas. Para llevar a cabo los c�alculos de campo
medio reescribimos la Ec. (2.6) de la forma:

H = �
1
2

X

i;j

Jij Si Sj (3.1)

con:

Jij =

8
<

:

� � 1 si i nn j
0 si i = j
� 1

r 3
ij

otro caso
(3.2)

La energ��a por part��cula en la aproximaci�on de campo medio tiene la forma [78]:

f mf =
1
N

hHi � +
1

�N
hln � i � (3.3)

dondeN = L � L es el tama~no del sistema, la constante de BoltzmannkB = 1 y los promedios
son tomados usando una distribuci�on de probabilidad de espinesindependientes:

� [f Si g] = � N
i � i (Si ): (3.4)

� i (Si ) es una densidad de probabilidad correspondiente al esp��n delsitio i y est�a sujeta a las
restricciones:

X

Si = � 1

� i = 1

X

Si = � 1

Si � i = mi ; (3.5)

dondemi son los par�ametros de orden variacionales. Tomando las Ecs. (3.5) y proponiendo� i (S) =
a + bS obtenemos:

� i (S) =
1 + mi S

2
; (3.6)
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que es reemplazado en la Ec. (3.3), obteniendo:

f mf [f mi g] = �
1

2N

X

i;j

Jij mi mj +
1

2�N

X

i

[(1 + mi ) ln (1 + mi ) + (1 � mi ) ln (1 � mi )] : (3.7)

Si se impone la condici�on de m��nimo@fmf

@mi
= 0 sobre la Ec. (3.7) se obtiene:

�
X

j

Jij mj +
1

2�
ln

1 + mi

1 � mi
= 0

) mi = tanh

 

�
X

j

Jij mj

!

; i = 1; :::; N: (3.8)

Este es un conjunto deN ecuaciones no lineales acopladas. Es posible agrupar los t�erminos
cuadr�aticos de la Ec. (3.7) expandiendo los logaritmos:

1
2

X

i

[(1 + mi ) ln (1 + mi ) + (1 � mi ) ln (1 � mi )] =
X

i

"
m2

i

2
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1X
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1
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�
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#

; (3.9)

f mf [f mi g] =
1
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X

i;j

(T � ij � Jij ) mi mj

| {z }
A

+
1

�N

X

i

1X

j =2

�
1

2j � 1
�

1
2j

�
m2j

i : (3.10)

Como mencionamos en el Cap. 2, el estado fundamental de este sistema corresponde a fajas
para valores de� mayores a� = 0;425 y a orden antiferromagn�etico para valores menores. Estos
estados son f�aciles de representar en el espacio deFourier por lo que, asumiendo condiciones
peri�odicas de contorno, introducimos la transformada:

mi =
1

p
N

X

~k

m̂~k e{~k�~r i : (3.11)

dondem̂� ~k = m̂�
~k

debido a que losmi son reales. La sumatoria de los~k abarca la primera zona de
Brillouin :

kj =
2�n j

L
con nj = 0; � 1; � 2; � L=2 � 1; L=2; (3.12)

Si aplicamos esta transformaci�on a la expresi�onA, obtenemos:
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A =
1
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~k; ~k0
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(T � Ĵ (~k)) jm̂~k j2 (3.13)

dondeĴ (~k) est�a de�nido por la relaci�on:

Ĵ (~k) =
X

i

J0i e� {~k�(~r i � ~r0 ) ; (3.14)

y reemplazamos la Ec. (3.13) en (3.10) obtenemos:
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1

2N

X
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(T � Ĵ (~k)) jm̂~k j2 +
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1X
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1
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m2j
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(3.15)

que tiene la forma de una expansi�on deLandau. De aqu�� se deduce inmediatamente la existencia
de un estado ordenado ( ^m~k 6= 0 para alg�un valor de ~k) de baja temperatura que minimiza la
energ��a libre ya que el t�ermino de segundo orden cambia de signo al variar T. Por lo tanto la
temperatura de transici�on orden desorden est�a dada por la expresi�on [48]

Tc = m�ax
~k

Ĵ (~k): (3.16)

Transformando la Ec. (3.8), obtenemos la expresi�on en t�erminos de los coe�cientes deFourier
del m��nimo de la energ��a:

mi = tanh

2

4 �
p

N

X

~k

m̂~k e{~k:~r i Ĵ (~k)

3

5 i = 1; : : : ; N: (3.17)

A continuaci�on, analizamos las soluciones de la Ec. (3.17) para temperaturasT < T c y 0 <
� � 4. Debido a que encontrar soluci�on aN ecuaciones no lineales acopladas es un problema
muy dif��cil de tratar, analizaremos aquellas soluciones que comparten simetr��as con los estados
fundamentales, a saber: el estado antiferromagn�etico (AF) y las soluciones de faja. Para valores
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Figura 3.1: Ancho de fajas en funci�on de� a T = 0. Los c��rculos representan los puntos donde dos
curvas de energ��a con distintoh se intersectan.

de � grandes, se sabe queh(� ) � e�= 2 (ver Ref. [60]). Para valores peque~nos,h puede ser obtenido
num�ericamente, comparando las energ��as de las diferentes con�guraciones de fajas (T = 0; � ! 1
en la Ec. (3.15)). En la Fig. 3.1 observamos c�omo el valor predicho por la teor��a concuerda con los
resultados num�ericos, a�un para el r�egimen de� peque~no [1]. La simetr��a de fajas est�a dada por
la condici�on m(x+ h;y ) = � m(x;y 0) 8x; y; y0 (fajas verticales). Introduciendo esteansatz para hallar
soluciones no triviales de la Ec. (3.17) restringimos los arm�onicos demi :

m̂~k e{[kx (x+ h)+ ky y] = � m̂~k e{[kx x+ ky y0] 8 x; y; y0

) e{kx h = � 1 y e{ky y = e{ky y0

) kx =
(2n + 1) �

h
y ky = 0 con n entero (3.18)

De esta manera hemos simpli�cado el sistema: para el casoh = 1, kx = � ; para h = 2, kx = � �= 2;
para h = 3, kx = �; � �= 3, etc... Es decir, para cada faja de anchoh tenemosh coe�cientes
complejosm̂~k . Usando la condici�onm̂� ~k = m̂�

~k
, esta restricci�on reduce el tama~no del problema a

resolverh ecuaciones algebraicas no lineales.
Para conocer el comportamiento del sistema a temperaturas �nitas, reemplazamos la Ec. (3.11)

en (3.17):
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= tanh
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(kx ;0) cos (kxx i ) � m̂=
(kx ;0) sin (kxx i )

�
9
=

;
i = 1; : : : ; h;

(3.19)

donde< y = representan la parte real e imaginaria respectivamente yx i es la componentex de~ri .
Para este desarrollo nos valemos del hecho de queĴ (kx ; 0) = Ĵ (� kx ; 0). Estas ecuaciones pueden
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ser resueltas num�ericamente tan pronto conozcamoŝJ (~k). Como trabajamos con la restricci�on de
la simetr��a de fajas o del estado antiferromagn�etico, s�olo es necesario conocer̂J (kx ; 0) y Ĵ (�; � ). El
c�alculo de esta funci�on se presenta en detalle en el Ap�endice A,aqu�� s�olo mostramos el resultado
�nal:

Ĵ (kx ; 0) � 2� (coskx + 1) � k2
x + 2� jkx j �

2� 2

3
� 2� (3) (3.20)

donde� (x) es la funci�on zeta de Riemann. Para la soluci�on AF,m(x;y ) = m0(� 1)x+ y tenemos:

Ĵ (�; � ) = � 4� + 3 � (3) � 4
1X

x=1

(� 1)x
1X

y=1

(� 1)y

(x2 + y2)
3
2

(3.21)

donde las sumas pueden ser calculadas num�ericamente ya que sonr�apidamente convergentes.
Con estas expresiones obtenemos las soluciones de fajas parah = 1; : : : ; 6 para un gran rango de

valores de (�; T < T c). Para discriminar m��nimos locales de m�aximos o puntos de silla, analizamos
las derivadas segundas de la energ��a libre Ec. (3.15)

3.2. An�alisis de estabilidad

Cada ancho de fajah est�a caracterizado por un vector de ondakh = �=h . Si despreciamos la
presencia de arm�onicos en la Ec. (3.19) obtenemos la soluci�on de campo medio con la restricci�on
de una faja de anchoh. Con ella podemos conocer la regi�on de estabilidad de esta soluci�on,
en particular, la temperatura Ts(�; h ) a la cual ese ancho de fajas no es m�as admisible. Esta
temperatura se alcanza en el r�egimen ^m~k � 1, por lo que la Ec. (3.19) restringida a soluciones de
anchoh puede ser linealizada, despreciando t�erminos de cuarto orden, obteniendo:

m̂<
(kh ;0) cos (khx i ) � m̂=

(kh ;0) sin (khx i ) � � Ĵ (kh; 0)
�
m̂<

(kh ;0) cos (khx i ) � m̂=
(kh ;0) sin (khx i )

�

i = 1; : : : ; h; (3.22)

donde hemos usado la aproximaci�ontgh x � x. Reagrupando:
�
m̂<

(kh ;0) cos (khx i ) � m̂=
(kh ;0) sin (khx i )

� h
1 � � Ĵ (kh; 0)

i
� 0

i = 1; : : : ; h; (3.23)

Esto es un sistema deh ecuaciones lineales. Exigiendo soluciones no triviales, (det = 0), obtenemos:

Ts(�; h ) = Ĵ
� �

h
; 0

�
; (3.24)

que es la temperatura a la cual la faja de anchoh se desordena. Las gr�a�cas deTs y Tc pueden
ser vistas en la Fig. 3.2.

Se puede observar la acumulaci�on de l��neas de estabilidad cerca deTc a � grandes, denotando
la existencia de gran cantidad de estados metaestables cerca dela transici�on. Tambi�en pueden
observarse regiones por debajo deTc que no admiten soluciones de fajas. Analizando las ecuaciones
de campo medio encontramos que estas regiones presentan combinaciones de distintos anchos de
fajas. De aqu�� en adelante los llamaremos estados de fajas h��bridas y los denotaremos de la forma
< h n1

1 ; hn2
2 ; :::; hn l

l > siguiendo la notaci�on que Selke y Fisher usan para el modelo ANNNI [79].
Esta consiste enn1 repeticiones de un estado de faja 1,n2 repeticiones de un estado de faja 2 y
as�� sucesivamente. Se muestran algunos ejemplos en la Fig. 3.3.
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Figura 3.2: L��nea llena: temperatura cr��tica Tc(� ). L��nea de trazos: curva de estabilidadTs(�; h )
de las soluciones de faja con campo medio. Por debajo de estas l��neas la soluci�on de faja corres-
pondiente presenta un m��nimo local en la Ec. (3.19).

Figura 3.3: Ejemplos de arreglos de fajas h��bridas con la correspondiente notaci�on de Selkeet al.
[79].
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Figura 3.4: Diagrama de fases de campo medio. En l��neas de trazos, transiciones entre fajas
de diferente ancho. En l��nea llena, temperatura de orden-desordenTc. Se observa el proceso de
rami�caci�on de fajas h��bridas en las regiones de alta temperatura entre las fajash = 1 � 2 y
h = 2 � 3. Inset: ampliaci�on de la regi�on de fases h��bridas entre las fajas anchoh = 1 y h = 2.

3.3. Diagrama de fases

Para cada punto en el espacio (T; � ) se comparan las energ��as libres, Ec. (3.7), anti-transformando
las soluciones obtenidas de Ec. (3.17). El diagrama de fases enel espacio es presentado en la Fig.
3.4. All�� se pueden observar las regiones de equilibrio de las soluciones de fajas puras e h��bridas.
Las regiones de fajas h��bridas aparecen entre fajas puras para temperaturas cercanas aTc, las

l��neas de transici�on se rami�can a medida que aumentamos la temperatura en un proceso similar
al observado en el modelo de interacciones ferromagn�eticasde corto alcance e interacciones de
Coulombde largo alcance [66], en donde las fajas son reemplazadas porl�aminas debido al car�acter
3d del modelo. Puede observarse como la transici�on entre las fajas h = 1 y h = 2 culmina en un
punto triple con la aparici�on de la faja h��brida < 12 > . Aumentando la temperatura la transici�on
entre los estadosh = 1 y < 12 > vuelve a bifurcarse en un nuevo punto triple y as�� sucesivamente,
apareciendo una sucesi�on de puntos triples separando fases de complejidad creciente. En las Figs.
3.4 y 3.5 mostramos algunas de estas rami�caciones a manera de ejemplo. Las soluciones a la Ec.
(3.24) son rectas tangentes a la curvaTc (ver Fig. 3.2) que dependen del menor valor dek del
estado propuesto, esto incluye a las fajas h��bridas. Por lo tanto, cualquier soluci�on con simetr��a de
fajas s�olo es estable en un �unico punto sobre laTc, ergo, el proceso de rami�caci�on (\branching")
genera in�nitos estados en el l��mite deTc. Tambi�en encontramos evidencias de la existencia de
m�as regiones de fajas h��bridas, siempre cerca deTc, sobre la transici�on entreh = 3 y h = 4. Esta
regi�on es mucho m�as peque~na que las que mostramos y el costo computacional necesario para
calcular las rami�caciones es muy alto debido a la gran cantidad de arm�onicos que se introducen
en las ecuaciones. No obstante, esperamos este tipo de soluciones en las inmediaciones de la l��nea
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Figura 3.5: Ampliaci�on de la regi�on 1;6 < � < 2;4 del diagrama de fases donde se observa el proceso
de rami�caci�on de fajas h��bridas en la regi�on de fajash = 2 � 3. La l��nea llena corresponde a la
temperatura cr��tica Tc(� ).

de transici�on entre dos fajas puras a temperaturas cercanasa Tc para valores arbitrarios de� .
De la teor��a de Landau de transiciones de fase sabemos que si el t�ermino de cuarto ordenes

positivo en la Ec. (3.10), entonces la transici�on es continua[80]. Por lo tanto, la aproximaci�on
de campo medio predice que la transici�on orden-desorden aTc es continua. Las transiciones entre
distintos anchos de faja, por su parte, son de primer orden, esto sepuede ver de las curvas de
energ��a libre que presentan un quiebre sobre la transici�on. Esto es acorde con la existencia de
m�ultiples estados metaestables en el diagrama de fases.



Cap��tulo 4

Monte Carlo

La aproximaci�on de campo medio es una herramienta poderosa de relativamente f�acil aplica-
ci�on para obtener informaci�on sobre un sistema. Sin embargo,su principal inconveniente es que
desprecia las 
uctuaciones, por lo que los resultados que arroja pueden estar sujetos a modi�cacio-
nes. Por este motivo es importante comparar los resultados que describimos con los provenientes
de simulaciones de Monte Carlo. En las p�aginas que siguen hacemos un an�alisis completo del
sistema con simulaciones de Monte Carlo sobre redes �nitas. Este modelo ha sido analizado con
esta metodolog��a en numerosos trabajos previos para valoresde � y tama~no de red peque~nos
[53, 60, 67, 68, 70, 81]. Ahora nos proponemos extender los resultados anteriores a valores m�as
grandes de� y, en algunos casos, a redes de mayor tama~no. Con estas mejoras seencuentran
nuevas propiedades que permiten dar una interpretaci�on a los resultados del cap��tulo anterior.

Las simulaciones se realizan sobre redes cuadradas deN = L � L sitios usando el algoritmo
de Metr�opolis o de ba~no t�ermico. Escapa al prop�osito de estatesis la descripci�on del m�etodo de
Monte Carlo ya que este tema es tratado en numerosas publicaciones. Como referencia cito el libro
de Landau y Binder [82]. Las simulaciones de Monte Carlo han sido usadas intensamente para
estudiar propiedades a temperatura �nita en modelos de espines. Sin embargo, las simulaciones
de sistemas con interacciones dipolares poseen ciertas sutilezas que deben ser tenidas en cuenta.

En primer lugar, el hecho de que el estado fundamental corresponda a una fase modulada
implica que el tama~noL del sistema debe ser conmensurable con el periodo 2h de la modulaci�on.
Como vimos este valor depende de� . Caso contrario, se introduce una frustraci�on arti�cial en el
sistema.

Un segundo punto a tener en cuenta est�a relacionado con la estructura del estado fundamental
a medida que crece� . Para valores relativamente grandes de� , las energ��as de estados de fajas
de ancho similar al de equilibrio tienen energ��as muy pr�oximas. Esto genera m�ultiples estados
metaestables a baja temperatura [67] que ralentizan la din�amica [83] y hacen al sistema muy
dif��cil de equilibrar.

Otras complicaciones surgen como consecuencia del car�acterde larga distancia de las interac-
ciones dipolares. Como cada esp��n en la red interact�ua con todos los otros, alterar la orientaci�on
de uno no s�olo afecta a algunos espines vecinos, sino a todos los espines de la red. Esto signi�ca
que la mayor��a de los algoritmos desarrollados en los �ultimos tiempos para incrementar la e�cacia
de las simulaciones (como los algoritmos de bloque) no puedenser aplicados, ya que utilizan como
hip�otesis el car�acter �nito del rango de las interacciones.

49
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4.1. Condiciones de contorno

Una caracter��stica de las interacciones largo alcance son losfuertes efectos debido al tama~no
�nito de la red de espines, debido a que cada esp��n sufre directamente la in
uencia de los bordes
de la red. Como en cualquier sistema, la mejor forma de disminuirlos efectos de bordes es a
trav�es de la implementaci�on de condiciones peri�odicas de contorno. Mientras que la interpretaci�on
e implementaci�on de condiciones peri�odicas de contorno es directa en sistemas con interacciones
de corto alcance, su uso en sistemas con interacciones de largo alcance requiere de m�as ingenio.

Una forma de solucionar este problema es suponer que tenemos una red de espines in�nita-
mente grande, donde el sistema original deN espines ha sido replicado in�nitas veces en ambas
direcciones. En otras palabras, podemos pensar que el sistema in�nito ha sido particionado en
celdas de tama~noN = L � L y que elegimos como soluci�on del problema in�nito las soluciones
con periodicidadL en ambas direcciones. De acuerdo a esta visi�on, cada esp��n va a interactuar con
los espines de la red y sus in�nitas r�eplicas, incluyendo sus propias in�nitas r�eplicas (esto incluye
un t�ermino de auto-energ��a generado por la interacci�on de un esp��n con sus respectivas r�eplicas).
La forma usual de tratar este problema es mediante una adaptaci�on de la t�ecnica de sumas de
Ewald [73, 84], originalmente pensada para sistemas de part��culas cargadas interactuantes [85, 86].
El calculo detallado de las contribuciones de las distintas r�eplicas es desarrollado minuciosamente
en el Ap�endice B.

4.2. Temperatura cr��tica

Como mencionamos en el Cap. 2, este sistema presenta una fase tetragonal por encima deTc

que posee simetr��a rotacional�= 4 debido a la red subyacente y carece de orden posicional. Los
dominios forman fajas mutuamente perpendiculares que colapsan de manera continua al estado
paramagn�etico a altas temperaturas, sin mediar transici�on de fase. En la Fig. 4.1 mostramos
las con�guraciones de los estados de fajas (a), nem�atico (b) y tetragonal (c) extra��das de las
Refs. [81] y [72] que fueron calculadas mediante simulacionesde Monte Carlo sobre un modelo
de Ising dipolar. Por debajo deTc, el sistema puede nuclear fajas de ancho variable, con simetr��a
de rotaci�on �= 2 y orden posicional o una fase nem�atica, con la misma simetr��a de rotaci�on pero
sin orden posicional. Los dominios de la fase nem�atica son fajascon m�ultiples dislocaciones. La
presencia de una fase nem�atica implica la existencia de dos transiciones de fase para temperaturas
crecientes: una de fajas a fase nem�atica y otra de nem�atica a tetragonal. �Esta se detecta por la
presencia de dos picos en el calor espec���co.

Las ecuaciones de campo medio no dan cuenta de la existencia defases desordenadas debido
a que las mismas son caracterizadas por el comportamiento de funciones de correlaci�on del tipo
hSi Sj i � h Si i hSj i (todos los par�ametros de ordenm~k se anulan en las mismas). Dado que en la
aproximaci�on de campo mediohSi Sj i = hSi i hSj i , dichas fases no pueden ser descriptas dentro de
la teor��a.

La temperatura cr��tica Tc(� ), se de�ne como la temperatura del pico de mayor temperatura del
calor espec���co, cuando �este presenta dos picos, y como la temperatura del �unico pico, cuando este
presenta s�olo uno (dentro de los tama~nos y precisiones simulados). El calor espec���co est�a de�nido
de la forma

C(T) =
1

NT 2

�

H 2

�
� h H i 2�

(4.1)

dondeh: : :i representa el promedio t�ermico. Esta temperatura es la equivalente a la temperatura
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ba c

Figura 4.1: Con�guraciones t��picas de las fases de faja (a), nem�atica (b) y tetragonal (c) obtenidas
mediante simulaciones de Monte Carlo sobre un modelo deIsing dipolar. Los p��xeles blancos
corresponden a un esp��n up y los negros a un esp��n down. Estos datos son extra��dos de las Refs.
[81] y [72].

cr��tica del campo medio. Para el caso en que el calor espec���co presenta dos picos, de�nimos
como Tnem a la temperatura del pico de menor temperatura. En caso de encontrar dos picos
Tc representa la transici�on nem�atica-tetragonal y Tnem la fajas-nem�atica. Con un solo pico,Tc

representa la transici�on fajas-tetragonal sin mediar la fase nem�atica. Tambi�en calculamos, para
algunos valores de� el cumulante de cuarto orden de la energ��a, dado por:

V(T) = 1 �
hH 4i

3 hH 2i 2 ; (4.2)

para caracterizar el orden de la transici�on.
Tc(� ) fue calculado en el rango 0� � � 4;2 siguiendo un protocolo tipo escalera: el sistema

es puesto en una con�guraci�on desordenada a alta temperaturay, luego de una termalizaci�on
inicial de 105 MCS, T es variada de a saltos discretos. La con�guraci�on inicial del sistema a cada
temperatura corresponde a la con�guraci�on �nal de la temperatura anterior. Luego de descartar los
primeros 2� 104 MCS para termalizaci�on, se procede a promediar las magnitudes deseadas, para
el caso del calor espec���co:H y H 2, durante 105 MCS. Los valores deC(T) y V(T) as�� obtenidos
son promediados sobre 40 corridas independientes en sistemas con tama~nos que rondanL � 50
para cada valor de� . De acuerdo al valor de� simulado, se adapt�o el valor deL para evitar
frustraciones del sistema debido a que la faja de equilibrio no es conmensurable con el tama~no de
la red. Para ello usamos el conocimiento que ya tenemos sobre los estados de m��nima energ��a del
sistema. Los resultados corresponden a los puntos triangularesunidos por una curva continua en
la Fig. 4.2.

4.3. An�alisis de estabilidad

De acuerdo a las predicciones de campo medio de la Sec. 3 y a lostrabajo previos llevados a
cabo con el m�etodo de Monte Carlo [67, 72], las fajas pueden permanecer en estados metaestables
para valores de� correspondientes al estado fundamental de fajas de distinto ancho. El par�ametro
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Figura 4.2: Transici�on de orden-desorden,Tc(� ), y l��neas de estabilidad de las fajas,Ts(� ), para
h = 1 : : : 5.

de orden adecuado para caracterizar estos estados es la magnetizaci�on de fajas:

mh =
1
N

* �
�
�
�
�

X

x;y

(� 1)f h (x) Sx;y

�
�
�
�
�

+

(4.3)

con x; y = 1; : : : ; N . f h es de la forma [73]

f h(x) = ( i � mod(x; h))=h; (4.4)

dondemod(x; h) es el resto de la divisi�on enterax=h. La idea es la misma que la de la magnetizaci�on
staggered, este par�ametro de orden es 1 en una faja ordenada verticalmente y 0 en un estado
desordenado. A �n de veri�car la regi�on de estabilidad de estosestados realizamos simulaciones
aplicando un protocolo tipo escalera. Este consiste en lo siguiente: partimos de un estado de fajas
verticales de anchoh a T = 0 e incrementamos la temperatura. El promedio t�ermico se realiza
sobre 106 MCS para evitar efectos de metaestabilidad ymh(T) se promedia sobre 40 corridas
independientes. Algunas curvas t��picas, en el rango 0� � � 4;1 para h = 1 : : : 5, se exponen en la
Fig. 4.3. De la posici�on del punto de in
exi�on obtenemos la temperatura de estabilidadTs(� ), por
encima de la cual la soluci�on de faja de anchoh no es m�as estable. Las curvasTs(� ) corresponden
a los puntos unidos por l��neas de trazos de Fig. 4.2.

Al igual que en los resultados de campo medio (ver Cap. 3), observamos la existencia de
regiones por debajo de la temperatura de transici�on orden-desorden que no admiten fajas puras,
al menos dentro del rango� < 3. Para � > 3 los resultados son demasiado ruidosos (posiblemente
debidos a efectos de tama~no �nito) y no podemos decir nada alrespecto. Siguiendo los resultados
del campo medio, buscamos la presencia de fajas h��bridas utilizando como par�ametro de orden
una generalizaci�on de la Ec. (4.3), fracasando con todo �exito. Posteriormente, dejamos evolucionar
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Figura 4.3: Magnetizaci�on de fajas para diferentes valores de� y h: h = 2, � = 3;4 y L = 60 (� );
h = 3, � = 4;1 y L = 48 (� ); h = 5, � = 2;9 y L = 40 (� ).

al sistema en varios puntos de estas regiones partiendo de diferentes con�guraciones iniciales de
faja h��brida y analizamos la evoluci�on de la magnitudjŜ~k j2 donde:

Ŝ~k =
1
N

X

i

Si e� i~k~r i : (4.5)

En la Fig. 4.4 mostramos una curva t��pica paraT = 0;81 y � = 2 a distintos tiempos de si-
mulaci�on, donde el tiempo es medido en pasos de Monte Carlo (MCS). La con�guraci�on inicial
(c��rculos vac��os) corresponde al estadoh233i que decae r�apidamente: el pico principal se desplaza
y los arm�onicos caracter��sticos desaparecen. La nueva fase alcanzada es estable, manteni�endose
inalterada durante los siguientes 5� 104MCS que dura la simulaci�on. Este tipo de simulaciones es
repetido para diversos valores de (�; T ) dentro de las regiones sin soluci�on de faja. En ning�un caso
es posible estabilizar una fase h��brida, en clara contradicci�on con los resultados de campo medio.

Al igual que antes, procedemos a indagar que tipo de soluciones ordenadas existen dentro
de estas regiones. Una posibilidad es la existencia de fase nem�atica en estas regiones. Como
mencionamos en el Cap. 2, la fase nem�atica presenta decaimiento algebraico de la correlaci�on
espacial. Esto se puede estudiar a trav�es del factor de estructura, que es la transformada de
Fourier de la funci�on de correlaci�on:

S(~k) �
� �

�
�Ŝ~k

�
�
�
2
�

; (4.6)

Cannaset al. muestran que la fase nem�atica puede ser caracterizada en formaaproximada por
[81]:

S(~k) �
� ky ;0

2
p

N

�
�

(kx � k0)2 + � 2
+

�
(kx + k0)2 + � 2

�
: (4.7)

Para analizar la posibilidad de existencia de fase nem�atica, corremos simulaciones en redes de
tama~noL = 72 para diferentes valores de� . El protocolo de simulaci�on es el mismo que utilizamos
para el c�alculo de las l��neas de estabilidad. Una vez alcanzado el punto (�; T ) dentro de la regi�on
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Figura 4.4: Evoluci�on de la magnitudjŜkx ;0j2 de los espines en funci�on de la longitud de ondakx .
C��rculos vac��os: con�guraci�on inicial correspondiente auna faja h��brida h233i . Cuadrados vac��os:
estado del sistema luego del tiempot = 1000. Tri�angulos llenos, con�guraci�on �nal del sistema.

a estudiar, calculamosS(~k) promediando sobre 2� 105 MCS. Curvas t��picas son exhibidas en Fig.
4.5 junto con un ajuste Lorentziano, de acuerdo a la forma funcional de Ec. (4.7).

En la Fig. 4.6 mostramos dos con�guraciones del sistema en la fasenem�atica. Cada p��xel del
gr�a�co corresponde a un esp��n, el color blanco se asigna aSi = 1 y el negro aSi = � 1. Se puede
cotejar la similitud con los resultados correspondientes a fasenem�atica de la Ref. [81].

4.4. L��neas de transici�on

En esta secci�on, calculamos las l��neas de transici�on de fase entre fajas adyacentes comparando
las respectivas energ��as libres. Hay que tener la precauci�onde elegir redes conmensurables con
ambos anchos de fajas, por ejemplo: para la transici�onh $ h + 1 utilizamos un sistema en
donde L es m�ultiplo de 2h(h + 1). Para obtener la energ��a libre, primero calculamos la energ��a
interna por esp��n (u(T; � h) � h H i =N) con el mismo protocolo utilizado en la Sec. 4.3. Tomando
� = � h, partimos de un estado de baja temperaturaT0 hasta alcanzar la temperatura de trabajo
Tw (Tw < T s(� h)) variando T lentamente, siguiendo un camino cuasi-est�atico.� h debe ser elegido
por debajo del valor correspondiente a la transici�onh $ h + 1 a temperatura cero. Integrando
num�ericamente la relaci�on termodin�amica

�f h(�; � h) = � 0 f h(� 0; � h) +
Z �

� 0

u(� 0; � h)d� 0; (4.8)

donde� 0 = 1=T0 obtenemos la energ��a libre en el punto (Tw ; � h). Luego tomamos ese estado como
estado inicial de una segunda simulaci�on que se realiza a temperatura constante variando� suave-
mente a lo largo de un camino cuasi-est�atico hasta alcanzar el valor � h+1 . �Este debe corresponder
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Figura 4.5: Factor estructura de la fase nem�atica para un sistema de tama~noL = 72 con � = 2;1,
T = 0;78, (� ) y � = 2;7; T = 1;12 (� ). La l��nea llena corresponde a los ajustes usando la Ec. (4.7):
para � = 2;1; T = 0;78, obtenemos� = 0;033; k0 = 1;39, para� = 2;7; T = 1;12, � = 0;0149; k0 =
0;947.S(0; ky) = 0 8ky en ambos casos.

Figura 4.6: Con�guraci�on t��pica de espines en la fase nem�atica para un sistema de tama~noL = 72.
(A ) � = 2;10, T = 0;78; (B ) � = 2;70, T = 1;12.
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A

B

Figura 4.7: Esquema del procedimiento usado para calcular lasl��neas de transici�on entre fajas. (A )
Forma t��pica de los caminos seguidos, (B ) energ��as correspondentes a las trayectorias indicadas
en (A ) tomadas aTw = 0;25. Ver texto para m�as detalles

a un estado de fajah + 1. A lo largo de este camino medimos la energ��a de intercambio:

uex(�; � ) � �
1
N

*
X

<i;j>

Si Sj

+

(4.9)

y, de la expresi�on

f = �
1

N�
logZ (4.10)

dondeZ es la funci�on partici�on, se puede ver que

@f
@�

= uex(�; � ): (4.11)

Por lo tanto, la energ��a libre a lo lago de este �ultimo caminopuede ser obtenida num�ericamente
integrando la ecuaci�on

f h(�; � ) =
Z �

� h

uex(�; � 0) d� 0+ f h(�; � h) (4.12)

El mismo procedimiento es repetido partiendo de� = � h+1 desde el estado de equilibrio de faja
h + 1 a T0 hasta Tw y realizando el segundo camino en sentido� h+1 ! � h, obteniendo la energ��a
f h+1 (�; � ). En la Fig. 4.7 se exhibe un esquema del procedimiento seguido (A ) junto con las curvas
de energ��a obtenidas (B ) para Tw = 0;25, � h = 1;75 y � h+1 = 2;5. El punto de la transici�on, � t (T)
se obtiene de la relaci�onf h(�; � t ) = f h+1 (�; � t ). Siguiendo este protocolo, calculamos las l��neas de
transici�on hasta h = 6. Los resultados son expuestos en el diagrama de fases de la Fig.4.10. Las
l��neas de transici�on AF$ h = 1 y h = 1 $ h = 2 ya han sido calculadas [67] y son insertadas en
este trabajo para mejor comprensi�on.

Es evidente que todas las l��neas de transici�on en el diagrama de fases son independientes de
la temperatura, en contraposici�on a las predicciones de campo medio. Este fen�omeno puede ser
apreciado comparando la energ��a libre del sistema cerca de latransici�on h $ h + 1 con la energ��a
libre de la faja metaestable m�as pr�oxima en funci�on deT. Entendemos por energ��a libre de una
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Figura 4.8: Energ��a libre obtenida partiendo diferentes con�guraciones inicialesh = 5 y h = 6
para valores de� = 3; 6; 3; 8 respectivamente. Notar que al no producirse un punto de cruce la
l��nea de transici�on no depende de la temperatura.

faja metaestable a la obtenida de integrar num�ericamente laEc. (4.8) partiendo de un estado de
fajas que no corresponde al estado de equilibrio, mediante un protocolo su�cientemente lento para
realizar un buen promedio de la energ��a internau(�; � ) pero lo su�cientemente r�apido para no
permitir al sistema saltar la barrera de energ��a hacia otra con�guraci�on estable. En la pr�actica,
para los tama~nos y tiempos simulados, esto no ocurre nunca. Presentamos como ejemplo en la
Fig. 4.8, las curvas de energ��a libre para� = 3; 6; 3; 8, a ambos lados la transici�onh = 5 $ h = 6
(situada en � = 3; 65). Como se puede apreciar, no presentan cruces, indicando la independencia
de las l��neas de transici�on con la temperatura.

4.5. Temperatura de transici�on fajas-nem�atica

Ahora, calculamos la temperatura de transici�on fajas$ nem�atica Tnem mediante el pico de baja
temperatura del calor espec���co (ver Ec. (4.1)) y comparamos Tnem con las l��neas de transici�on
Ts(� ). Analizar la relaci�on entre estas dos funciones es de gran importancia para entender el
diagrama de fases. Para caracterizar el orden de la transici�onusamos el cumulante de cuarto
orden:

V(T) = 1 �
hH 4i

3hH 2i 2 (4.13)

El protocolo de simulaci�on di�ere del utilizado en la obtenci�on de Tc ya que las barreras de energ��a
libre asociadas a la transici�on para los tama~nos considerados son mucho mayores en torno aTnem

[81]. Una estimaci�on realizada en el citado trabajo muestra que, para calcularTnem a � = 2, es
necesario promediar sobre 2� 108 MCS a cada temperatura como m��nimo. Sin embargo, pode-
mos determinarTnem promediando sobre 5� 107 MCS dentro de la precisi�on con la que estamos
trabajando. Esto introduce errores considerablemente grandes en la altura de los picos, por lo que
no podemos realizar extrapolaciones de tama~no �nito. Es posible minimizar el esfuerzo compu-
tacional apelando a los par�ametros de termalizaci�on y promediaci�on utilizados en los c�alculos de
Tc a �n de localizar la zona donde se encuentraTnem . Partimos de un estado desordenado de alta
temperatura y descendemos calculando la energ��a internau(T) a lo largo de la trayectoria. El
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Figura 4.9: Calor espec���co y cumulante de cuarto orden en funci�on de T para � = 2;25 y L = 48.

proceso se repite aumentando la temperatura a partir deT = 0 desde el estado fundamental. La
localizaci�on aproximada deTnem se estima observando el rango de metaestabilidad deu(T). Luego
calculamosC y V para un n�umero limitado de temperaturas en esa regi�on, promediando sobre
5 � 107 MCS a cada temperatura. Repetimos este procedimiento para aumentar la precisi�on deTc

para los mismos valores de� , promediando sobre 107 MCS. Estos c�alculos fueron llevados a cabo
para � = 2;1; 2;25 en la regi�on de transici�on h = 1 $ h = 2 con L = 48. La Fig. 4.9 muestra los
resultados en el caso� = 2;25. Los valores deTnem para � = 2 (Ref. [81]), � = 2;1; 2;25 (puntos
mencionados arriba) y� = 2;7; 2;8; 2;9 (estimados de las l��neas de metaestabilidad) est�an expues-
tos en Fig. 4.10. C�alculos deTnem para valores m�as grandes de� requieren redes m�as grandes y
escapan a nuestros recursos computacionales actuales.
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Figura 4.10: Diagrama de fases obtenido con simulaciones de Monte Carlo. Los n�umeros indican
el ancho de equilibrio de las fajas. En el inset est�an indicadoslos �ordenes de las transiciones, las
l��neas continuas son para gu��a del ojo.
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El modelo deIsing dipolar es capaz de explicar varias de las propiedades observadas en l�aminas
ultradelgadas, como ser la existencia de un estado de fajas a bajatemperatura [53, 56, 57, 73] y
de una fase tetragonal de alta temperatura previa al estado paramagn�etico [53, 73]. La transici�on
entre la fase de fajas y la fase tetragonal puede estar mediada por una fase nem�atica dependiendo
del valor de la constante de intercambio [53, 81]. Estos resultados concuerdan con las predicciones
de otros modelos [52, 58] y con las observaciones experimentales [42]. Este modelo tambi�en predice
la existencia de un creciente n�umero de estados metaestables amedida que aumenta el valor de la
constante de intercambio [1] (ver Cap. II). No obstante, sus predicciones respecto a la variaci�on
del ancho de fajas con la temperatura son discrepantes. Vimos en el Cap. 3 como campo medio
predice la variaci�on del ancho de fajas con la temperatura.Este hecho es veri�cado por otros
autores, tanto en una red discreta [65] como en un modelo continuo [87]. Son innumerables los
resultados experimentales que indican una dependencia del ancho de faja con la temperatura
[5, 42, 45, 47, 48, 52, 65, 87]. El an�alisis con din�amica de Monte Carlo, sin embargo, parece no dar
cuenta de esta dependencia. Estudios exhaustivos realizados sobre sistemas con tama~nos mucho
mayores al simulado en este trabajo con�rman estos resultados [88]. Una posibilidad es que este
comportamiento se deba a los valores peque~nos de la interacci�on de intercambio utilizados. Otra
posibilidad es que el modelo no sea el adecuado. Uno de los defectos m�as importantes delIsing
dipolar es que no modela en forma �dedigna el comportamientode las paredes de dominio. Debido
a que en campo medio se trabaja con una magnetizaci�on promedio por sitio, se obtienen paredes
suaves y variaci�on del ancho de fajas con la temperatura. Resultados recientes, sugieren que un
punto importante para la comprensi�on del proceso que genera la variaci�on del ancho de fajas es el
papel jugado por las paredes de dominio [65]. Por estos motivos es necesario eliminar la suposici�on
de altas anisotrop��as que se hiciera oportunamente sobre la Ec. (2.5).

El Hamiltoniano de Heisenbergdipolar posee diferencias cualitativas con elIsing. En el prime-
ro aparece la competencia entre la anisotrop��a uniaxial y laanisotrop��a que genera la interacci�on
dipolar. La primera favorece el alineamiento perpendicular de los espines y la segunda el alinea-
miento en el plano. Las paredes de los dominios son suaves, anchas y de menor costo energ�etico
que las paredesIsing. Esto introduce una fenomenolog��a nueva y variada que es analizada en las
secciones siguientes.

Como primer paso, estudiamos el orden magn�etico del sistema a temperatura cero en funci�on de
los par�ametros delHamiltoniano, para lo cual utilizamos un m�etodo de minimizaci�on por medio
de din�amica de Monte Carlo y un c�alculo anal��tico aplicado a per�les elegidos ad hoc. Luego
nos abocamos al an�alisis del sistema con temperatura �nita para dos valores de la constante de
intercambio � con distinta fenomenolog��a. Por �ultimo, vali�endonos de una hip�otesis de escala,
vemos que es posible extender los resultados a valores arbitrarios de � y a l�aminas de espesor
variable. Con esto establecemos comparaciones con diagramasde fases obtenidos en trabajos
experimentales.
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Diagrama de fases a temperatura cero

El estudio del diagrama de fases a temperatura cero del modelo de Heisenbergdipolar se basa
en la comparaci�on de las energ��as de patrones de fajas con diferentes per�les. Un c�alculo preciso de
las energ��as de los distintos dominios requiere tener en cuenta no s�olo la componente perpendicular
de la magnetizaci�on, sino tambi�en la componente planar. Tanto los experimentos sobre l�aminas
ferromagn�eticas ultradelgadas [38], como los an�alisis te�oricos [56, 61], coinciden en el hecho de
que las paredes que separan a los dominios son deBloch. Sobre estas hip�otesis es que calculamos
el diagrama de fases a temperatura cero en el espacio (�; � ). En la primera parte, hacemos una
revisi�on de la teor��a de Yafet y Gyorgy (YG) [51] en base a nuestra notaci�on. Sus resultados
son extendidos para todo el rango de valores de� . Posteriormente, proponemos un nuevo per�l
para describir las regiones de alta anisotrop��a que no son biendescriptas por la teor��a YG. Estos
resultados son comparados con los obtenidos por medio de un m�etodo de Monte Carlo ad hoc a
temperatura cero desarrollado en este trabajo. Esta parte de latesis es realizada en colaboraci�on
con los Dres. Orlando Billoni y Daniel Stariolo.

5.1. Energ��a de los per�les de faja

Mapeo a un sistema unidimensional

En primer lugar tomamos la Ec. (2.5) sobre una red cuadrada conN = L � L sitios caracteriza-
dos con las variables (x; y), donde� L=2 � x � L=2 y � L=2 � y � L=2, en el l��mite termodin�anico
L ! 1 . Siguiendo la teor��a YG, consideramos s�olo las soluciones uniformes a lo largo de una l��nea
vertical, i.e., ~S(x;y ) = ~M (x) 8 y y suponemos que todas las paredes en el sistema son deBloch, i.e.,
M x (x) = 0 8x. Como, �

�
� ~M (x)

�
�
�
2

= [ M z(x)]2 + [ M y(x)]2 = 1; (5.1)

por cada valor dex hay una sola componente independiente de la magnetizaci�on.
La teor��a YG muestra que la energ��a por esp��n de este tipo de con�guraciones se puede mapear

a la energ��a de un modelo XY unidimensional. La diferencia de energ��a entre un per�l de magne-
tizaci�on arbitraria ~M (x) y un estado ferromagn�etico planar es expuesto en detalle en el Ap�endice
C y est�a dado por:

e[ ~M (x)] = � 0�
� 0

L

X

x

~M (x): ~M (x + 1) +
1
L

X

x;x 0

M z(x) M z(x0)
jx � x0j2

�
� 0

L

X

x

[M z(x)]2 + C [M y(x)] (5.2)
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con

C[M y(x)] =
2 (c2 � c1)

L

X

x

M y(x) M y(x + 1) : (5.3)

donde � 0 = � � 2c1, � 0 = � � 3g, g = 1;202057:::, c1 = 0;01243 yc2 = 0;07276. La suma
P

x;x 0 es
sobre todos los valores dex 6= x0 ya que el factor 1=2 que permite contar los sitios dos veces ha
sido incluido en la Ec. (C.9). En esta expresi�on hemos omitido la constante� 2 (c2 � c1).

Aunque el t�ermino C[M y(x)] es peque~no, introduce una correcci�on importante cuando las
paredes de dominio son del mismo orden de magnitud que el espaciamiento de red. Esto sucede
para valores peque~nos de� (� < 5), cuando las paredes y los anchos de fajas son iguales a un
par de par�ametros de red. Para valores grandes de� podemos asumir un per�l de magnetizaci�on
suave, i.e.,M y(x + 1) � M y(x), obteniendo:

C[M y(x)] =
2 (c2 � c1)

L

X

x

�
1 � (M z(x))2

�
: (5.4)

Este t�ermino puede ser absorbido en la contribuci�on anisotr�opica de la Ec. (5.2) mediante el
reemplazo� 0 ! � = � � 3g + 2 ( c2 � c1).

Consideremos ahora soluciones de faja de per��odo 2h, i.e., soluciones que satisfacen la condici�on:

M z(x + h) = � M z(x): (5.5)

Estas soluciones se pueden expandir en coe�cientes deFourier de la forma:

M z(x) = M 0

X

m=1 ;3;:::

bm cos
� m� x

h

�
; (5.6)

donde se asume, sin p�erdida de generalidad, queM z(x) es una funci�on par dex.
Por otra parte, el t�ermino de anisotrop��a de la Ec. (5.2) puede ser escrito como

ean = �
� 0

2h

2hX

x=1

[M z(x)]2 = �
� 0M 2

0

2

2h� 1X

m=1 ;3;:::

b2
m ; (5.7)

donde hemos aplicado la igualdad de Parseval. El t�ermino dipolar est�a dado por

edip =
M 2

0

L

X

m;m 0

bm bm0

X

x;x 0

1
jx � x0j2

cos
� m� x

h

�
cos

�
m0� x 0

h

�
; (5.8)

haciendo el cambio de variables
X = ( x + x0)=2

u = x � x0;

obtenemos:

edip = M 2
0

X

m=1 ;3;:::

b2
mDm (h) (5.9)

donde
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Figura 5.1: Per�l de magnetizaci�on con pared sinusoidal (PS).

Dm (h) �
1X

u=1

cos(m� u=h )
u2

=
� 2

6
�

� 2m
2h

+
� �m

2h

� 2
0 � m � 2h (5.10)

(ver Ref.[89, 1.442, pp.84]).
La energ��a de intercambio conviene que sea expresada en t�erminos del �angulo � (x) entre ~M (x) y
el ejez:

M z(x) = cos[� (x)]

M y(x) = sin[� (x)]

donde el �angulo� (x) tiene la misma periodicidad que~M (x) por lo que puede ser desarrollado en
t�erminos de los coe�cientesbm . La energ��a queda expresada como sigue:

eexc = � �
1
L

X

x

cos(� (x) � � (x + 1)) (5.11)

Incorporando todos los t�erminos, la energ��a por esp��n resultante es:

e
h

~M; �; �
i

= � 0 �
� 0

L

X

x

cos(� (x) � � (x + 1)) + M 2
0

X

m=1 ;3;:::

b2
mDm (h) �

� 0M 2
0

2

X

m=1 ;3;:::

b2
m + C [M y(x)]

(5.12)

Esta expresi�on es gen�erica y puede ser aplicada para cualquier per�l de fajas.

5.2. Diagrama de fases para valores de � peque~nos

Ahora buscamos el m��nimo de la Ec. (5.12) para diferentes valores de�; � . Para ello proponemos
diferentes per�les M z(x) y comparamos las energ��as respectivas. La energ��a de cada per�l es
minimizada sobre sus respectivos par�ametros variacionales. En primer lugar consideramos el per�l
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Figura 5.2: Esquema de la rotaci�on de los espines en la pared.

de la teor��a YG, que es constante dentro de los dominios y posee un comportamiento sinusoidal
dentro de las paredes:

M z(x) =

8
><

>:

M 0 si 0 � x � h� w
2

M 0 cos
�

� x� (h� w)=2
w

�
si h� w

2 � x � h+ w
2

� M 0 si h+ w
2 � x � h

(5.13)

junto con la propiedad (5.5) (ver Fig. 5.1).M 0 es el valor absoluto de la magnetizaci�on dentro de
los dominios yw es el ancho de fajas.

El �angulo canted se de�ne a trav�es de la relaci�onM 0 = cos �, i.e., de�nimos el �angulo canted
como el m��nimo -sobre todos los espines- del �angulo que forma el esp��n con respecto al ejez.
En la Fig. 5.2 mostramos un esquema de la rotaci�on de los espinesen la pared en donde se
se~nala el �angulo canted. La teor��a YG resuelve este problema para el caso en donde el c�alculo
en el espacio continuo es v�alido, i.e., cuandoh � 1 y w � 1 y el per�l se puede considerar
suave. Vimos en el Cap. 2 que el ancho de fajas crece con� , por lo que este l��mite es v�alido para
valores de� grandes. Para valores peque~nos, el car�acter discreto de la red debe ser considerado. El
problema variacional para el rango de valores de� peque~nos puede ser resuelto en forma exacta,
num�ericamente, minimizando la Ec. (5.12) respecto de par�ametros variacionales enteros,h y w y el
par�ametro M 0. En otras palabras, para cada par (�; � ) calculamos la energ��a de la expresi�on (5.12)
para el per�l (5.13) para diferentes combinaciones deh = 1; 2; ::: y w = 1; :::; h. Este conjunto de
valores es limitado y r�apidamente computable. Para cada par de valoresh; w tomamos el valor de
M 0 que minimiza la energ��a dentro de una resoluci�on �M 0 = 0;01. La energ��a de cada parh; w es
comparada, eligiendo a la menor de todas como soluci�on del problema variacional. Detalles de la
implementaci�on se encuentran en el Ap�endice D. Este procedimiento genera tiempos de c�omputo
accesibles para� � 10, cuando el ancho de fajas es relativamente peque~no (h < 140). El ancho
de faja m�aximo que puede ser alcanzado a un dado valor de� se obtiene del modelo deIsing,
ya que �este presenta la pared es m�as costosa. Los resultados de laminimizaci�on son comparados
con los obtenidos mediante simulaciones de Monte Carlo (MC).Detalles de esta t�ecnica se pueden
encontrar en el Ap�endice E. Con estos c�alculos obtenemos el diagrama de fases en la regi�on de
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Figura 5.3: Diagrama de fases a temperatura cero para valoresde � peque~nos. Puntos rojos abier-
tos: soluci�on exacta del per�l PS. Puntos negros cerrados y l��neas continuas: simulaciones de MC.
Cuadrados y l��neas continuas: l��neas de transici�on entre fajas de diferente ancho. La regi�on som-
breada corresponde a fase canted. Los tri�angulos corresponden a la l��nea de reorientaci�on. MC
y PS muestran un gran acuerdo cerca de la l��nea de reorientaci�on, mientras que PS predice la
transici�on canted-Ising a valores menores de anisotrop��a. La l��nea negra punteada corresponde a
la l��nea de reorientaci�on calculada mediante la aproximaci�on de per�l PS en la aproximaci�on del
continuo.

valores de� peque~nos que se puede apreciar en la Fig. 5.3.
En el diagrama se distinguen cuatro tipo de soluciones. Si el m��nimo de energ��a corresponde a

w = 1 y M 0 = 1 (dentro de la resoluci�on � M 0 = 0;01) la llamamos estado de fajasIsing. En otras
palabras, este per�l representa una onda cuadrada. SiM 0 = 1 pero w > 1 la llamamos estado
saturado. Si por el contrario, 0< M 0 < 1, el estado es canted. Por �ultimo, siM 0 = 0, tenemos un
estado ferromagn�etico en el plano (FP).

De la Fig. 5.4 vemos que, para valores relativamente grandesde � , el m��nimo de la energ��a
est�a dado por un estadoIsing, donde el ancho de fajas es independiente de la anisotrop��a� . Para
valores peque~nos de� , la con�guraci�on de m��nima energ��a corresponde al estado FP. La l��nea de
reorientaci�on puede separar tanto a los estados FP eIsing (h < 3) como a los FP y canted (h � 3).

Una fuerte variaci�on del ancho de fajas se observa dentro de la regi�on canted. Notar que las
l��neas de separaci�on entre distintos anchos de fajas son verticales en la faseIsing y practicamente
horizontales en la fase canted. En otras palabras, el crecimiento exponencial del ancho de fajas en
la faseIsing en funci�on de � se transforma en un crecimiento exponencial en funci�on de� en la
fase canted.

Hay un muy buen acuerdo entre el per�l sinusoidal (PS) y los resultados obtenidos con MC
excepto cerca de la transici�on entre las fasesIsing y canted. En esta zona, el per�l PS se aleja
del per�l de m��nima energ��a calculado mediante MC. En la Fig. 5.4 comparamos las energ��as del
per�l PS y el calculado con MC en funci�on de� para � = 4;58. La energ��a del per�l PS ajusta muy
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Figura 5.4: Energ��a por esp��n para � = 4;58 en funci�on de � obtenida mediante MC (l��nea de
puntos circulares llenos) y PS (l��nea s�olida). Los c��rculos abiertos corresponden a la energ��a de
faja Ising para h = 9 (valor de equilibrio en el l��mite � ! 1 ).

bien los resultados de las simulaciones cerca de la l��nea de reorientaci�on. Sin embargo, a medida
que se incrementa el valor de� , la aproximaci�on empeora. Esto se re
eja en el valor de� de la
transici�on canted-Ising. El per�l PS alcanza el valor de energ��a del per�l Ising para anisotrop��as
menores que la soluci�on de MC, lo que determina que la l��nea de transici�on calculada con este
m�etodo est�e por debajo de la exacta. Por otro lado, se puede notar del diagrama de Fig. 5.3 que
el rango de valores de� donde las paredes no son bien descriptas por un per�l PS crece enfunci�on
de � .

5.3. Diagrama de fases para valores de � grandes

Para valores de� grandes, el problema variacional para el per�l PS puede ser resuelto en la
aproximaci�on continua introducida por YG. Esto arroja las siguientes ecuaciones (ver Ap�endice
F):

� k
�

(1 � sen � ) =
�
2

G(�) cos2 � (5.14)

� k 2

� 2
(1 � sen � ) = �

�

 + � k

dG
d�

�
cos2 � (5.15)

� k 2

2�
cos � = �

�
2


�
1 �

�
2

�
� � k G (�)

�
sen � cos � (5.16)

donde � � w=h, k � �=h y 
 = � 2=3 + 3g � 2(c2 � c1) � � . En el l��mite � ! 1 (per�l sinusoidal
puro), estas ecuaciones pueden ser resueltas anal��ticamente, prediciendo la l��nea de reorientaci�on:

� SRT (� ) =
� 2

3
+ 3g � (c2 � c1) �

� 2

2�
= 6;775:: �

� 2

2�
(5.17)
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Figura 5.5: �Angulo canted (a) y ancho de fajas (b) en funci�on de la anisotrop��a � para diferentes
valores de� obtenido mediante la aproximaci�on continua del PS (Ec. (5.14)-(5.16)).

(ver Ap�endice F). Esta funci�on es gra�cada en l��nea de puntos en la Fig. 5.3.
Para valores arbitrarios de� y � las Ec. (5.14)-(5.16) pueden ser resueltas num�ericamente. En

la Fig. 5.5 mostramos las soluciones num�ericas para� y h en funci�on de � para distintos valores
de � . Podemos observar como el rango de valores de� para los cuales existe fase canted disminuye
dramaticamente a medida que crece� . Para � � 100 esta regi�on practicamente desaparece salvo
muy cerca de la reorientaci�on, tal como fuera predicho por Politi [56].

Una mejor comprensi�on del sistema se obtiene comparando el comportamiento del �angulo
canted y la magnetizaci�on en el plano, de�nida por:

M jj �
1
L

L=2� 1X

x= � L=2

M y(x) �
1
L

Z L=2

� L=2
M y(x) dx; (5.18)

donde la primera de�nici�on se usa para los c�alculos en redes discretas y la segunda para los rea-
lizados en el continuo. En los per�les obtenidos con MC, la fase canted desaparece gradualmente
a medida que� crece apareciendo en su lugar la fase saturada. En la Fig. 5.6 vemos el comporta-
miento del �angulo canted y la magnetizaci�on en el planoM jj en funci�on de � para � = 7;5. Sobre
un amplio rango de valores de� el �angulo canted es nulo pero la magnetizaci�on en el plano es
distinta de cero. Esto signi�ca que los espines con componente nonula en el plano se concentran
en las paredes. En otras palabras, tenemos un estado saturado conparedes anchasw > 1 que no
puede ser descripto por los per�les PS.

Para calcular la l��nea de transici�on entre la fase canted y los estados saturados para valores
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Figura 5.6: �Angulo canted (c��rculos) y magnetizaci�on en el plano (cuadrados) en funci�on de la
anisotrop��a � para � = 7;5. Los s��mbolos llenos corresponden al c�alculo MC. Los s��mbolos abiertos
corresponden al c�alculo con per�l PS exacto. La l��nea continua que une estos puntos es s�olo una
gu��a para el ojo. En l��neas de trazos y punteada, los resultados del c�alculo del per�l PS en la
aproximaci�on continua.

de � > 8, es necesario introducir una aproximaci�on anal��tica. Hemos visto que los per�les PS no
dan cuenta del comportamiento de las paredes para valores de� alejados de la l��nea de reorien-
taci�on. Esto es consistente con los resultados del modelo micromagn�etico que predice una pared
hiperb�olica para l�aminas con alta anisotrop��a [56, 61]. Esto puede ser observado en la Fig. 5.7,
donde comparamos los per�les obtenidos mediante MC (puntosnegros) y PS (l��nea continua).
En l��nea de trazos gra�camos el ajuste mediante una tangentehiperb�olica a los datos obtenidos
con MC. Evidentemente, el per�l hiperb�olico es m�as acordeal comportamiento de la pared. Con
estos resultados, proponemos un per�l hiperb�olico de pared (PH). Centrando la pared en el eje de
coordenadas, �este est�a dado por la siguiente expresi�on:

M z(x) = M 0 tgh
�

x
lw

�
para � h=2 � x � h=2 (5.19)

junto con la Ec. (5.5), dondew = f l w . En el l��mite de valores de� grandes, asumiendo un per�l
suave yh � w, la energ��a de anisotrop��a puede ser expresada de la forma (ver Ap�endice H):

ean � � �M 2
0

�
1 �

2lw
h

tgh
�

h
2lw

��
(5.20)

La constante de intercambio puede ser obtenida de la misma manera (ver Ap�endice H), en el l��mite
de h � w:

eexc � � �
�
1 �

lw
h

�
M 2

0 � 1
M 0

tgh� 1

�
M 0 tgh

�
h

2lw

��
+ tgh

�
h

2lw

���
(5.21)

La energ��a dipolar puede ser calculada usando las Ecs. (5.9) y (5.10). Los coe�cientes deFourier
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Figura 5.7: Per�l de magnetizaci�on de un estado saturado correspondiente a� = 8 y � = 7. Puntos,
valores correspondientes al c�alculo MC. El ancho de faja quese registra esh = 20. L��nea continua,
valores obtenidos mediante el per�l PS en la aproximaci�on continua (M 0 = 0;98,h = 20, w = 6;7).
L��nea de trazos, ajuste de la funci�onM 0 tgh(x=lw) (M 0 = 0;993, lw = 1;48).

del per�l (5.19) pueden ser calculados usando la aproximaci�on (H.8) (ver Ap�endice H). La energ��a
total resultante queda expresada en t�ermino de los par�ametros variacionalesh, � y lw y puede
ser minimizada num�ericamente. Comparando los m��nimos de energ��a para los per�les PS y PH
obtenemos un crossover entre paredes sinusoidales y paredes hiperb�olicas. Esto se muestra en la
Fig. 5.8 (l��nea de trazos). Por encima de esta l��nea un per�l PH tiene menor energ��a que uno PS.
Tal como hicimos en el c�alculo MC, imponiendo la condici�on� = 0;01 podemos calcular la l��nea
de transici�on entre la fase canted y la saturada. Los resultadosse exhiben en la Fig. 5.8 junto con
la l��nea de reorientaci�on (Ec. (5.17)) y se comparan con losresultados obtenidos con MC hasta
� = 15. El acuerdo existente entre estos dos procedimientos es excelente.

Para valores de� grandes, el crecimiento exponencial deh hace dif��cil el c�alculo num�erico de
la contribuci�on dipolar del per�l PH. En lugar de eso, usamos unargumento heur��stico para apro-
ximar su valor. El principal error que se introduce al utilizarun per�l PS lejos de la reorientaci�on
se debe a las contribuciones de intercambio y anisotr�opicas ala energ��a, no a la contribuci�on di-
polar. La energ��a dipolar est�a determinada principalmente por los dominios, independientemente
de la forma de la pared. Con este argumento aproximamos la contribuci�on dipolar del per�l PH
reemplaz�andola con la contribuci�on dipolar del PS (Ec. (F.9)). El t�ermino dipolar en el per�l
PS se de�ne a trav�es del ancho de paredw cuyo valor corresponde a la longitud sobre la cual
los espines invierten su valor. Por lo tanto, para utilizar la contribuci�on dipolar del per�l PS es
necesario elegir un par�ametro de ajuste para relacionar las variablesw y lw . Tomando w = f l w ,
G(�) puede ser aproximada por la expresi�on:

G(�) �
8
� 2

ln
�

6�
5�

�
(5.22)

en el l��mite � � 1 (lw=h � 1) (ver Ap�endice G).
Por lo tanto, la expresi�on para la energ��a dipolar queda de la forma:
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edip = M 2
0

�
� 2

�
1
3

�
f l w

6h

�
�

4
h

ln
�

6�h
5f l w

��
: (5.23)

Comparamos la energ��a obtenida de la ecuaci�on de arriba con la obtenida usando la aproximaci�on
del Ap�endice H para diferentes valores de los par�ametros del sistema. Veri�camos que el error
cometido por la Ec. (5.23) es siempre menor a un 1 % parah=lw � 20 si tomamosf = 4. Tambi�en
observamos que este valor def es el que mejor ajusta los resultados del MC. AsumiendoM 0 = 1,
la energ��a total por esp��n (relativa al estado FP) para un per�l PH en el l��mite h � w puede ser
aproximada por la expresi�on:

eP H =
� 2

3
� � +

�=l w + 2 lw(� � � 2=3)
h

�
4
h

ln
�

3�h
10lw

�
: (5.24)

Minimizando la Ec. (5.24) con respecto a los par�ametros variacionalesh y lw obtenemos:

h =
10
3�

lw exp
�

�
2lw

�
(5.25)

con

lw =
�

2 +
p

4 + 2(� � � 2=3)�
(5.26)

en concordancia con los resultados de Politi [56].
Con los c�alculos previos podemos estimar la l��nea de transici�on entre las fajas saturadas y un

estado de fajasIsing. En el l��mite de valores deh grandes, la energ��a de las fajasIsing, i.e., para

� (x) =
�

0 si 0� x � h=2
� si h=2 < x � h

(5.27)

puede ser f�acilmente calculada para la Ec. (5.12). Los coe�cientes deFourier se calculan tomando
el l��mite � ! 0 en la Ec. (F.2).

bm = ( � 1)(m� 1)=2 4
�m

(5.28)

Usando las Ecs. (5.9) (5.10) la energ��a dipolar est�a dada por:

edip �
� 2

3
�

8
h

2h� 1X

m=1 ;3;:::

1
m

+
4
h

=
� 2

3
+ 4

 (h) � �
h

(5.29)

donde� � 
 e+ln 4 � 1, 
 e � 0;577216 es la constante gama deEuler y  (x) es la funci�on digamma
[89]. La energ��a por esp��n, respecto a un estado FP, est�a dado por

eI = � � 0+
� 2

3
+

2� 0 � �
h

�
4 (h)

h
(5.30)

Minimizando la Ec. (5.30) con respecto ah obtenemos la ecuaci�on� 0=2 � � = F (h), donde
F (h) =  (h) � h  0(h) � ln h � 1. Con esta expresi�on recobramos el resultado conocido de la
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Figura 5.8: Diagrama de fases a temperatura cero para valoresgrandes de� . Los s��mbolos co-
rresponden al c�alculo MC y las l��neas a los resultados te�oricos. La l��nea de trazos corresponde al
crossover entre el comportamiento de pared sinusoidal y el hiperb�olico. La l��nea azul corresponde
a la Ec. (5.17). La l��nea roja, es obtenida con el per�l PH con� = 0;01. La l��nea negra corresponde
a la Ec. (5.25).

literatura: h � e�= 2. Comparando las energ��as, encontramos que el per�l PH tienemenos energ��a
que el estadoIsing para cualquier valor de� . Analizando la Ec. (5.25) vemos que la variaci�on del
ancho h de los dominios depende de la variaci�on del ancho de pared. Por lo tanto h va a crecer
en funci�on de � hasta que el ancho de pared alcance el valor del par�ametro de red lw = 1. En este
caso, la Ec. (5.25) alcanza el comportamientoh � e�= 2. Por lo tanto la l��nea de transici�on entre
las fases saturada eIsing puede ser obtenida imponiendo la condici�onlw = 1 a la Ec. (5.26):

� =
1
2

� � 2 +
� 2

3
+ 3g � 2(c2 � c1): (5.31)

Esta funci�on es gra�cada en la Fig. 5.8, observ�andose un completo acuerdo con los resultados de
MC.

Con esta nueva evidencia, vemos que el sistema pasa a trav�es de unestado canted a medida
que aumenta la anisotrop��a aunque el valor de� sea tan grande como el encontrado en sistemas
experimentales. Para l�aminas basadas en deposiciones de Fe tenemos que� � 100 (considerando
una red c�ubica bicapa de Fe/Cu(100)JF e � 30meV, la constante de reddF e � 2ML y � F e � 3 � B ).
Para � � 100 el intervalo de anisotrop��a para la fase canted es �� � � � � SRT � 0;2. Si bien el
valor es peque~no, la fase canted podr��a ser detectada su�cientemente cerca de la reorientaci�on en
l�aminas con baja anisotrop��a, como las de Fe/Cu(100) [90] oFe/Ni/Cu [91] depositadas a bajas
temperaturas.

En la Fig. 5.9 mostramos el ancho de fajas del per�l PH en funci�on de � para diferentes
valores de� . En ella comparamos las soluciones variacionales de las Ecs. (5.20) y (5.21) usando la
aproximaci�on dada en el Ap�endice H en un caso y la aproximaci�on asint�otica dada por las Ecs.
(5.25) y (5.26) en el otro.
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Figura 5.9: Ancho de fajas del per�l hiperb�olico para diferentes valores de� . Las l��neas continuas
corresponden a la soluci�on variacional de las Ecs. (H.2) y (5.21) usando la aproximaci�on (H.8)
para los coe�cientes deFourier en la energ��a dipolar. Las l��neas de trazos corresponden a la
aproximaci�on asint�otica dada por las Ecs. (5.25) y (5.26). La l��nea de puntos corresponde al valor
del ancho de fajas sobre la transici�on entre las fases saturada eIsing. La l��nea de trazos y puntos
corresponde al valor del ancho de fajas sobre la reorientaci�on.



Cap��tulo 6

Diagrama de fases a temperatura �nita

6.1. Diagrama de fases para � = 3

Los resultados expuestos en esta secci�on se realizaron en colaboraci�on con los Dra/es.: Mariane-
la Carubelli, Orlando Billoni, Daniel Stariolo y Francisco Tamarit [3]. Una descripci�on detallada
de los procedimientos utilizados en la obtenci�on de los mismos est�an expuestos en la tesis de
doctorado de la Dra. Marianela Carubelli [92]. Aqu�� s�olo se mencionan los resultados principales.

La caracterizaci�on del sistema a temperatura distinta de ceroes realizada a trav�es de la mag-
netizaci�on en el plano:

M jj �
q

(M x )2 + ( M y)2; (6.1)

donde:

M x;y;z �
1
N

X

~r

hSx;y;z (~r)i (6.2)

y h� � � i es el promedio t�ermico. El par�ametro de orden orientacional:

Ohv �
� �

�
�
�
nh � nv

nh + nv

�
�
�
�

�
(6.3)

con

nh =
1
2

X

~r

f 1 � sig [mz(r x ; r y); mz(r x + 1; r y)]g (6.4)

dondesig(x; y) es el signo del producto dex por y. La de�nici�on para nv es similar.Ohv toma el
valor 1 cuando el sistema presenta fajas verticales u horizontales y 0 para un sistema que presenta
simetr��a de rotaci�on en �= 4. Este par�ametro guarda algunas diferencias con el de�nidopor Booth
et al. [53].
De�nimos el ancho de fajas como:

h =
�

kmax
(6.5)

dondekmax es el m�aximo del factor estructurajŜ(~k)j2 de la componentez de los espines:
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Figura 6.1: Diagrama de fases (T; � ) para � = 3. Cada s��mbolo corresponde a un m�etodo de c�alculo
diferente. Se exhiben algunas con�guraciones t��picas de la componenteSz de los espines. Tri�angulo
verde, c�alculo de la energ��a del estado fundamental; c��rculo rojo, histogramas de energ��a; cuadrado
azul, histogramas del par�ametro de orden de fajas; tri�angulo blanco, simulaciones de equilibrio y de
no equilibrio del par�ametro de orden de fajas y diamantes amarillos, c�alculos del calor espec���co.
El m�etodo de obtenci�on de l��neas de transici�on por el m�etodo de histogramas se puede encontrar
en [3, 92].

Ŝ(~k) =
1

p
N

X

~r

Sz(~r)e� {~k~r : (6.6)

El par�ametro h da cuenta de media longitud de onda de la modulaci�on.
En primer lugar, se obtiene el diagrama de fases (T; � ) para � = 3 que es presentado en la

Fig. 6.1. Existen tres fases distintas en el diagrama: fajas en la regi�on de alta anisotrop��a y baja
temperatura; orden ferromagn�etico en el plano para bajas temperaturas y baja anisotrop��a y un
estado desordenado (paramagn�etico o tetragonal) para altastemperaturas. El ancho de las fajas
para este valor de� esh = 4 a temperatura cero, igual al valor en el modeloIsing dipolar (ver
Cap. 5). No se observa variaci�on del ancho de fajas con la temperatura para ning�un valor de
anisotrop��a.

Para � > 7, las fajas se desordenan mediante una transici�on de fase a un l��quido tetragonal
(ver Cap. 2). �Esta es de primer orden, en concordancia con resultados anteriores [68] y converge
asintoticamente al valor esperadoT � 1;2 para � grande. A temperaturas a�un mayores, el sistema
pasa a una fase paramagn�etica sin mediar transici�on de fase. Losresultados coinciden con lo
observado en el Cap. 4 para� ! 1 . En la franja 6;7 � � � 7, el sistema sufre una transici�on
de fajas a l��quido tetragonal y luego experimenta una reorientaci�on, ordenando en el plano. A
temperaturas mayores se obtiene una transici�on de ferromagneto en el plano a paramagneto. La
presencia del l��quido tetragonal mediando entre las fases perpendicular y planar puede explicar el
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gap paramagn�etico que se menciona en los trabajos experimentales, como fuera mencionado en el
Cap. 2.1. Esto parece deberse a que los aparatos de medici�on, sibien poseen la su�ciente resoluci�on
espacial para distinguir distintos dominios, no poseen su�cienteresoluci�on temporal, generando
im�agenes de las muestras que son promedios sobre largos intervalos de tiempo. Como el l��quido
tetragonal es una fase que no posee orden posicional, el promedio temporal da como resultado la
imagen de un paramagneto (ver [3, Fig. 3]). La evidencia recogida para valores de� < 7 no alcanza
para aseverar que la transici�on fajas-tetragonal es de primerorden, incluso cabe la posibilidad de
que exista una fase nem�atica entre medio, acorde a uno de los escenarios descriptos por Abanov
et al. [52]. Evidencias en este sentido ya se han discutido en el Cap. 2. En la regi�on 5;8 < � < 7 la
transici�on de reorientaci�on es abrupta, sin existencia de una fase intermedia. Visto en el diagrama
de fases, la pendiente de esta l��nea de transici�on es positiva, en coincidencia con otros resultados
te�oricos [74, 75]. Al aumentar el espesord de la muestra la contribuci�on de la interacci�on dipolar
aumenta debido a su dependencia volum�etrica. La contribuci�on proveniente de la anisotrop��a
uniaxial, al depender de la interfase, se mantiene aproximadamente constante. Por lo tanto, es
razonable considerar un modelo fenomenol�ogico en el cual lavariaci�on del espesor se comporta
como la inversa de la anisotrop��a. De esta manera, si la reorientaci�on posee pendiente positiva
en el diagrama (T; � ), tiene pendiente negativa en el diagrama (T; d), hecho que se comprueba
experimentalmente [30, 37, 39, 43, 45]. Respecto al tipo de transici�on, la evidencia num�erica
recabada mediante histogramas de energ��a indican claramente que esta transici�on es de primer
orden en concordancia con las evidencias experimentales [40].

La transici�on de ferromagneto en el plano a paramagneto muestra un m�aximo en � = 7,T = 1;5
al igual que los resultados experimentales [39]. Si bien no caracterizamos esta transici�on comple-
tamente, es de esperar un comportamiento diferente a ambos lados de este punto. Los datos
arrojados por las simulaciones sugieren que del lado derecho del punto la transici�on es de segundo
orden, lo cual indicar��a un posible punto tricr��tico en el m�aximo.

6.2. Diagrama de fases para � = 6

Como hemos visto, el comportamiento del modelo a� = 3 explica varios resultados experimen-
tales y te�oricos pero no reproduce la dependencia con la temperatura y la anisotrop��a del ancho
de fajas. Si se observa la Fig. 5.3, se puede notar que el sistema no presenta variaci�on del ancho
de fajas para� = 3 en funci�on de � . De acuerdo a los resultados presentados por Pesciaet al. [74]
y Politi et al. [75], la variaci�on de la temperatura tiene por efecto la renormalizaci�on de las cons-
tantes anisotr�opica y dipolar. Por lo tanto, la modi�caci�o n de la temperatura puede ser pensada
como una variaci�on del valor de� . Esta propiedad no ha sido debidamente comprobada, aunque
es asumida por algunos grupos experimentales [21]. Aceptandoesta hip�otesis, la inexistencia de
variaci�on del ancho de fajas con la temperatura es consistente con el diagrama a temperatura cero.
En el caso del modelo deIsing dipolar, no observamos variaci�on del ancho de fajas en el rango que
se extiende hasta� = 4;2. Vindigni et al. [88], realizaron simulaciones para valores m�as grandes
de � y L y no observaron este fen�omeno.

Quedan dos posibilidades a tener en cuenta: o el valor de� es muy peque~no para observar
variaci�on del ancho de fajas con la temperatura o el modelo no es apropiado para la descripci�on
de este fen�omeno. Dados los resultados obtenidos a temperatura cero, es natural inclinarse por
la primera hip�otesis. Desde un punto de vista pr�actico, es necesario aumentar el valor de� tal
que exista una cantidad aceptable de sucesivas transiciones de fajas teniendo en cuenta que, para
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valores de� mayores, son necesarios sistemas m�as grandes para evitar efectos de borde. El valor
que escogemos es� = 6. Seg�un el diagrama de fases a temperatura cero (Cap. 5), elancho de
fajas cubre el rangoh = [8; 18] en funci�on de la anisotrop��a. Por otro lado, las fajas sonde anchos
que pueden ser simulados en redes de tama~noL = 120. Los resultados detallados en este cap��tulo
fueron obtenidos en colaboraci�on con los Dres.: Orlando V. Billoni y Daniel Stariolo [4].

En esta secci�on se comienza el an�alisis de las propiedades del modelo deHeisenberga � = 6
en donde una nueva fenomenolog��a emerge. Un nuevo diagrama de fases es calculado, el cual se
emplear�a para extrapolar los resultados a valores de� arbitrarios y as�� establecer comparaciones
con los sistemas reales. Tambi�en servir�a como punto de partidapara el an�alisis de la variaci�on del
ancho de fajas con la anisotrop��a y la temperatura.

6.2.1. Protocolos de simulaci�on

Dos protocolos de simulaci�on han sido utilizados a lo largo deeste trabajo. Para su identi�ca-
ci�on los llamaremos: \escalera" y VPTC (variaci�on de par�ametro a tasa constante). Dependiendo
de las necesidades, �estos se aplican a alguno de los par�ametrosdel modelo, como ser la temperatura
T o la anisotrop��a � . El protocolo escalera es usado en general para obtener curvasde equilibrio
del sistema. Se parte de una con�guraci�on cercana al equilibrio (correspondiente al estado fun-
damental a bajas temperaturas o al estado paramagn�etico a altas temperaturas) y se modi�ca
el valor del par�ametro independiente de a saltos discretos. Para el caso de la temperatura, por
ejemplo, esta valor se denota de la forma �T. Por cada nuevo valor, se termaliza un tiempote y
se mide promediando un tiempotm . El tiempo se mide en pasos de Monte Carlo, MCS (Monte
Carlo steps), donde un paso corresponde a tantos ciclos del algoritmo de Metr�opolis como espines
del sistema. La con�guraci�on inicial para cada valor del par�ametro independiente corresponde a la
�ultima con�guraci�on del valor previo. El protocolo VPTC co nsiste en la variaci�on del par�ametro
independiente linealmente con el tiempo de simulaci�on. Para el caso particular de la temperatura,
�esta queda de la formaT = T(0) � rt , donde T(0) es la temperatura inicial,r es la tasa de
enfriamiento (-) o calentamiento (+) del sistema yt es el tiempo de simulaci�on medido en MCS.
El estado inicial aT(0) es equilibrado previamente durante un tiempote. Este tipo de protoco-
lo se utiliza para analizar la din�amica del sistema, estados metaestables o efectos de hist�eresis
(aumentando y disminuyendo la temperatura en forma c��clica). Para ambos protocolos es usual
promediar sobre varias realizaciones (muestras) de la simulaci�on para mejorar la estad��stica de los
resultados. Existe la posibilidad de utilizar un protocolo VPTC variando la intensidad del campo
magn�etico planar � (ver Ec. (2.5)). Se elige un punto en el diagrama de fases con coordenadas
(T; � ) y se aplica un VPTC donde el par�ametro que se var��a es el campo magn�etico � que est�a apli-
cado en la direcci�onx. Preferentemente, el valor del campo inicial debe ser alto.�Este se disminuye
paulatinamente hasta alcanzar la condici�on de campo nulo� = 0. Luego, se deja equilibrar un
tiempo te y se mide en los siguientestm . La condici�on inicial corresponde al sistema saturado en la
misma direcci�on que el campo magn�etico. Este tipo de simulaciones da muy buenos resultados. Al
aplicarlo sobre un punto en la fase de fajas, el campo magn�eticoacuesta los espines sobre el plano
produciendo paredes de dominio de bajo costo energ�etico. Como los dominios pueden moverse con
m�as facilidad, es m�as f�acil equilibrar el sistema.
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6.2.2. Diagrama de fases

Todas las l��neas de transici�on, exceptuando la correspondiente a la transici�on entre la fase de
fajas y la fase paramagn�etica, son calculadas a trav�es de lascurvas de magnetizaci�on en el plano
en funci�on de � . El protocolo utilizado es el de VPTC en� . Como las simulaciones son costosas
computacionalmente, se usan diferentes par�ametros de simulaci�on dependiendo de la regi�on del
diagrama: las tasas var��an entrer = 10� 5 y 10� 7 y el tiempo de termalizaci�on inicial oscila entre
te = 106 y 107. En todos los casos, la condici�on inicial corresponde a orden ferromagn�etico en
el plano partiendo de alg�un punto del intervalo� = [4; 5]. Para disminuir los efectos de borde
(especialmente si se desea observar fajas anchas) es necesario ir a tama~nos de sistema mayores a
los utilizados en el caso� = 3. En la gran mayor��a de los casos usamos tama~nos que oscilan entre
L = 80 � 120, hay algunas excepciones que son mencionadas oportunamente. El objetivo que se
persigue es el de permitir una buena cantidad de fajas dentro del sistema. El costo en tiempo de
estos tama~nos hacen imposible un estudio termodin�amico detallado como el presentado para el
caso� = 3. El diagrama de fases (T; � ) a � = 6 es presentado en la Fig. 6.2. En �el distinguimos las
fases de fajas (Ising y canted), la fase ferromagn�etica en el plano y la fase paramagn�etica. Sobre
el eje de las ordenadas marcamos las transiciones entre diferentes anchos de fajas obtenidos de los
resultados de temperatura cero del Cap. 5.

Hay una diferencia cualitativa entre este diagrama y el correspondiente a � = 3 en la fase
de baja temperatura: la aparici�on de un extensa regi�on del diagrama correspondiente a una fase
canted. La transici�on de reorientaci�on y la transici�on entre fajasIsing y fajas canted convergen a
la l��nea de transici�on entre orden ferromagn�etico en el plano y paramagneto (o l��quido tetragonal).

No hay un corrimiento marcado en el valor de anisotrop��a correspondiente a la transici�on de
reorientaci�on a temperatura cero. Esto es de esperar ya que eldiagrama de fases a temperatura
cero muestra como� SRT (� ) ! 6;775 para valores de� su�cientemente grandes (ver Ec. (5.17)).
Este valor corresponde a la transici�on entre los estados monodominio planar y perpendicular, por
lo que es razonable pensar que se mantendr�a constante al incrementar � . Una magnitud �util a
la hora de entender el comportamiento de las l��neas de transici�on es la anisotrop��a efectiva � ef .
�Esta se de�ne de la forma� ef = � � � SRT (�; T = 0). Cuando � ef > 0 el sistema presenta orden
perpendicular, y cuando� ef < 0 el sistema presenta orden en el plano a temperatura cero. La Ec.
� ef = 0 representa la condici�on en la cual la anisotrop��a uniaxial, tendiente a alinear los espines de
manera perpendicular a la red, iguala a la anisotrop��a producida por la interacci�on dipolar, que
tiende a llevarlos al plano.

A temperatura �nita, la transici�on de reorientaci�on tiene pendiente positiva, i.e., la reorien-
taci�on est�a por encima de la l��nea � ef = 0 en el diagrama (T; � ). Este comportamiento se puede
entender en t�erminos entr�opicos: sobre la l��nea� ef = 0 las energ��as internas de las fases planar y
perpendicular son iguales. Sin embargo, el sistema planar tienesimetr��a ante rotaciones continua
en el plano, mientras que la fase perpendicular tiene simetr��a en �= 2. Por lo tanto la fase planar
posee m�as direcciones equivalentes en las cuales ordenarse.La contribuci�on entr�opica de la fase
planar es mayor que la contribuci�on de fajas, por lo que los puntos a temperatura �nita sobre
la l��nea � ef = 0 presenta orden ferromagn�etico en el plano. Esto determinaque la transici�on de
reorientaci�on se halle sobre esta l��nea. Un an�alisis cuanti�cado es presentado en la literatura, en
�el se predice un comportamiento lineal de pendiente positivade la temperatura de reorientaci�on
en el diagrama (T; � ) [74, 75].

Con respecto al comportamiento de la transici�on entre la fase planar y la fase paramagn�etica
no hay, dentro de nuestro conocimiento, informaci�on en la literatura. De todas formas, podemos
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Figura 6.2: Diagrama de fases (T; � ) para � = 6. Los puntos cuadrados son obtenidos de las curvas
de magnetizaci�on en el plano calculadas con protocolo VPTC en � . Los par�ametros de simulaci�on
dependen de la temperatura: a temperaturaT = 0;1, L = 120 y r = 10� 7; entre los rangos
0;1 < T < 3, L = 80 y r = 10� 6 y para T > 3, L = 80 y r = 10� 5. En todos los casos se parte de
un estado equilibrado por debajo de la reorientaci�on. Los puntos circulares se determinan mediante
un protocolo escalera en temperatura partiendo de un estado desordenado a alta temperatura. Los
par�ametros de la simulaci�on son:L = 120, � T = 0;1, te = 105 y tm = 105. Con cruces se gra�can
las transiciones entre fajas obtenidas de la minimizaci�on de la energ��a.
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argumentar que la pendiente de la curva es la correcta de manera sencilla. La disminuci�on de la
anisotrop��a uniaxial � genera un aumento de la contribuci�on de la anisotrop��a generada por la
interacci�on dipolar. Esto hace que los espines sean atra��dosm�as fuertemente hacia el plano lo que
produce un aumento en la temperatura de desorden.

La transici�on entre las fases paramagn�etica y fajasIsing, es dif��cil de estimar dadas nuestras
actuales capacidades de c�alculo ya que las regiones de altaanisotrop��a poseen din�amica muy lenta.
Por eso, s�olo la posici�on de dos puntos de la l��nea es estimada.�Estos se obtienen del par�ametro
de orden de fajas (Ohv ) en funci�on de la temperatura calculado mediante el protocolo escalera en
la temperatura. La simulaci�on se lleva a cabo en un sistema de tama~noL = 80 con par�ametros de
simulaci�on te = 104,tm = 104, � T = 0;1 partiendo de un estado equilibrado a temperaturaT = 4.

Ahora haremos un peque~na descripci�on de las curvas de magnetizaci�on en el plano M jj y
par�ametro de orden orientacionalOhv que se utilizan para la confecci�on del diagrama de fases de
Fig. 6.2. Tambi�en mostraremos la manera en que determinamoslas l��neas de transici�on. Curvas
t��picas de la magnetizaci�on en el planoM jj y del par�ametro de orden orientacionalOhv en funci�on
de � se muestran en la Fig. 6.3. Las curvas correspondientes aT = 0 son las calculadas mediante
el m��nimo de la energ��a (ver Cap. 5). Claramente, las curvas de magnetizaci�on correspondientes
a las temperaturasT = 0;1; 1 poseen un comportamiento diferente a la curvaT = 2;5. Tomemos
como ejemplo la curva de la magnetizaci�on a temperaturaT = 0;1. A baja anisotrop��a, decrece
suavemente y posee curvatura negativa (tomamos como positiva la curvatura de la funci�on x2).
En � = 6;25 hay un punto de in
exi�on, este es el valor que le asignamos a la transici�on de
reorientaci�on ya que se corresponde con el punto de in
exi�onenOhv que indica la presencia de fajas.
A temperatura cero, el punto de in
exi�on se ubica exactamente sobre la reorientaci�on (� = 6;05).
A valores mayores a� = 6;25 la curvatura es positiva hasta� = 7, donde vuelve a cambiar de
signo. En este rango de valores tantoM jj comoOhv son distintos de cero, lo que indica la presencia
de una fase canted o saturada. El nuevo punto de in
exi�on podr��a estar relacionado con el cambio
del t�ermino dominante en el Hamiltoniano. Por encima de �este la anisotrop��a uniaxial prevalece
sobre la interacci�on dipolar. Esto se ver��a re
ejado en fajascon per�les cuadrados y poca variaci�on
del tama~no de los dominios debido al alto costo de las paredes.Por debajo de este punto el sistema
estar��a dominado por la interacci�on dipolar que genera per�les suaves y de bajo costo que permiten
la movilidad de las paredes. De ser esto cierto, el punto� = 7 representar��a un \crossover" entre los
dos tipos de comportamiento. Esta hip�otesis ya ha sido expuestapara explicar algunos resultados
experimentales en [45]. En� = 7;8 hay un nuevo punto de in
exi�on, esta vez relacionado con la
transici�on entre fajas canted -o saturadas- y fajasIsing como se puede comprobar comparando
con la curva de magnetizaci�on aT = 0. Debido a las limitaciones de las simulaciones no es posible
discernir entre fase canted y saturada -si es que hubiera presencia de ambas para este valor de�
relativamente peque~no. A partir de ahora, toda la regi�on de fajas con magnetizaci�on en el plano
ser�a tratada como canted. Por otra parte, la curva de magnetizaci�on a T = 2;5 no presenta esta
fenomenolog��a, se observa un �unico punto de in
exi�on que est�a relacionado con la transici�on entre
las fases ferromagn�etica planar y paramagn�etica. Antes de continuar es necesario aclarar que si
bien nos referimos a fase canted y fase Ising, nuestras simulaciones no nos permiten detectar la
existencia de una transici�on de fase en el sentido termodin�amico. Whiteheadet al. [64] calculan
el calor espec���co en funci�on de la temperatura y de la anisotrop��a para el mismo modelo con
� = 4;45 [59] y observan la presencia de picos en diferentes temperaturas separando las fases
ferromagn�etica en el plano, canted eIsing.

Antes de presentar al diagrama de fases, mencionamos algunas diferencias entre las curvas de
magnetizaci�on M jj para los casos� = 3 y � = 6. En la Fig. 6.4 gra�camos M jj en funci�on de la
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Figura 6.3: Magnetizaci�on en el plano (a) y par�ametro de fajas (b) en funci�on de la anisotrop��a
para temperaturasT = 0;1 (� ); T = 1;0 (� ); y T = 2;5 (� )y tama~no de redL = 80 realizados
mediante VPTC con condici�on inicial ferromagn�etica en el plano y tasar = 10� 6. La l��nea cortada
corresponde al c�alculo a temperatura cero.

anisotrop��a para las temperaturasT = 0 y 0;1. Se puede apreciar la diferencia cualitativa entre
los dos valores del intercambio.

A � = 3 y T = 0;1 la magnetizaci�on en el plano no presenta cambio de curvatura, por lo que
no hay fase canted a temperaturaT = 0;1 como en el caso de� = 6. Sin embargo, en el diagrama
de fases a temperatura cero, ver Cap. 5, se puede apreciar una peque~na regi�on de fase canted. Por
lo tanto, hay una peque~na regi�on canted en el diagrama� = 3 para temperaturasT < 0;1. Si se
mira con detenimiento el Inset de Fig. 6.4 existe una peque~na anomal��a en el comportamiento de
M jj a T = 0;1. A temperaturas mayores este efecto no es observado. La existencia de una peque~na
regi�on canted no fue considerada en la confecci�on del diagrama de fases para� = 3. El punto
correspondiente a la reorientaci�on a temperatura cero de esediagrama se calcul�o comparando la
energ��a del ferromagneto en el plano con la de las fajasIsing. Considerando la presencia de faja
canted, la transici�on a temperatura cero se sitiar��a en� = 5;5.

6.3. Diagrama de fases para � arbitrario: escaleo de varia-
bles con �

Vemos ahora como los resultados de la secci�on anterior puedenser extrapolados a valores arbi-
trarios de � . La contribuci�on a la energ��a dipolar dada por un per�l de fajas crece como el volumen
de la muestra. La anisotrop��a uniaxial, en cambio, crece con la super�cie de la muestra dado que
depende de las interfaces de la l�amina (para m�as detalles ver 2 y [57, Ec.(12)]). Esto es consis-
tente con las im�agenes de l�aminas de espesor variable (ver Cap. 2) seg�un las cuales, al aumentar
el espesor, el ancho de fajas disminuye y el sistema se acerca a la reorientaci�on. Observando el
diagrama de fases a temperatura cero de Fig. 5.3 observamos queun aumento de espesor presenta
la misma fenomenolog��a que una disminuci�on de la anisotrop��a uniaxial. Con esta evidencia es que
proponemos que la anisotrop��a uniaxial se comporta de la forma � � 1=d. En el diagrama(A) de
la Fig. 6.5 (ver tambi�en [3]) aplicamos esta hip�otesis a los resultados obtenidos con el diagrama
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Figura 6.4: Magnetizaci�on en el plano para� = 3 (c��rculos) y � = 6 (tri�angulos) para dos tempera-
turas distintas calculadas mediante Monte Carlo a temperatura cero y VPTC en � para T = 0;1.
Los c�alculos correspondiente a� = 3 se realizan sobre un sistemaL = 120 con tasa de simulaci�on
r = 10� 6 y estado inicial ferromagn�etico en el plano a� = 4 equilibrado con te = 106. Para el
caso� = 6 s�olo cambian la tasa r = 10� 7, y la termalizaci�on inicial te = 107. (Inset) anomal��a
observada en la curva correspondiente a� = 3; T = 0;1 debido a una peque~na regi�on canted.

de fases para� = 3. El diagrama (B) es el de una l�amina de Fe/Ni(5.4ML)/Cu(001) medido por
Won et al. [45]. Las l��neas de transici�on son obtenidas mediante inspecci�on visual de los dominios
magn�eticos en l�aminas de espesor variable para diversas temperaturas. Para evitar inestabilidades
estructurales en la l�amina de hierro, se deposita previamenteuna capa de n��quel. El n��quel posee
anisotrop��a uniaxial planar que se vuelve dominante en el sistema cuando la capa de hierro es
muy delgada. Por ello, la porci�on del diagrama de fases que nos interesa se encuentra a espesores
mayores que el indicado por la 
echa. El gr�a�co(C) corresponde a una l�amina de Fe/Cu3Au(100)
medida por Baudeletet al. [37]. Las l��neas de transici�on se calculan con mediciones dela mag-
netizaci�on remanente. Esto se puede hacer porque esta l�aminaordena en un estado monodominio
perpendicular a bajas temperaturas. La disminuci�on de la temperatura de Curie en funci�on del
espesor se debe a razones que escapan a nuestro modelo y que se encuentran especi�cadas en ese
trabajo. Por �ultimo, el diagrama (D) corresponde a una l�amina de Fe/Ni(2ML)/W(110) obtenido
por Arnold et al. mediante mediciones de susceptibilidad magn�etica [39]. En este experimento el
n��quel produce el efecto mencionado anteriormente y el diagrama se debe mirar para espesores ma-
yores a los indicados por la 
echa. De la comparaci�on de las gr�a�cas se puede observar un acuerdo
general. La fase perpendicular se sit�ua a bajas temperaturas ya valores de espesord peque~no.
Para l�aminas con mayor espesor se encuentra orden ferromagn�etico en el plano. Por �ultimo, la
fase paramagn�etica a alta temperatura. Tanto en (A ) como en (B) la presencia de dominios de
fajas es evidente, en (C) y (D ) se detectan dominios magn�eticos en una amplia regi�on cercana
a la reorientaci�on. En la regi�on de mayor espesor, la transici�on se da entre la fase planar y el
paramagneto. Para espesores intermedios, el sistema pasa por una reorientaci�on de la direcci�on de
magnetizaci�on de perpendicular a planar y, �nalmente, al desorden. Para �lms muy delgados, la
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transici�on entre el orden perpendicular y el desorden es directo. En los diagramas (A ), (B ) y (D )
se observa reentranza de la fase desordenada que media entre el orden planar y el perpendicular.
En (C) esto no se observa, aunque el error del experimento no permite descartar esta posibilidad.
En el diagrama (D ) los autores se~nalan la existencia de un punto al que llaman multicr��tico que
se haya en alg�un lugar de la regi�on se~nalada con el c��rculo.En este punto se intersectan las fases
perpendicular, planar y paramagn�etica. A espesores menoreslos autores no pueden de�nir una
temperatura de desorden.

Ahora nos proponemos encontrar una ley de escala para las l��neas de transici�on que nos per-
mita extender los resultados de nuestras simulaciones a los rangos de valores de los par�ametros
observados en los experimentos. Como a� su�cientemente grande la interacci�on de intercambio
predomina sobre las otras, es de esperar que la temperatura cr��tica correspondiente a las tran-
siciones de reorientaci�on, fajas-paramagneto y planar-paramagneto escalen con� . Por otro lado,
en lugar de gra�car la anisotrop��a uniaxial � rescalada en� , gra�camos � ef =� ya que este valor
contiene la contribuci�on de la anisotrop��a uniaxial y la anisotrop��a generada por la interacci�on
dipolar. Por lo que, en la Fig. 6.6A , se gra�ca � ef =� en el eje de las ordenadas yT=� en el de las
abscisas.

En rasgos generales, se observa que las l��neas de transici�on presentan un buen colapso. La
transici�on de reorientaci�on muestra un buen ajuste al igual que la transici�on entre las fases planar
y paramagn�etica. Las l��neas que separan a las fajas de la faseparamagn�etica no colapsan. Es
probable que los valores de� utilizados sean demasiado peque~nos y las curvas no hayan entrado
en el r�egimen de� grande. En este sentido es evidente que el corrimiento de las curvas es mon�otono
en � . La curva de transici�on entre las fases canted eIsing no responde a la ley de escala, hecho que
es de esperar dados los resultados obtenidos a temperatura cero. Para � su�cientemente grande,
la fase canted se reducida a una peque~na regi�on cerca de la reorientaci�on. El punto en el cual se
unen la l��nea de reorientaci�on y la l��nea de transici�on ferromagneto planar-paramagneto muestra
un buen acuerdo para todos los valores de� . Por lo tanto, la temperatura y el valor de anisotrop��a
al que se encuentra este punto crece linealmente en� . Esto implica que el rango de anisotrop��as
en el cual se encuentra la reorientaci�on crece con� . La anisotrop��a uniaxial del sistema depende,
entre otras cosas, del espesor de la l�amina. El hecho de que el rango de anisotrop��as sea grande
implica que el rango de espesores a los que puede observarse reorientaci�on mediante un barrido
en temperatura es grande. Esto explica porqu�e esta regi�on esfactible de ser observada en los
experimentos. Lo mismo puede decirse con la temperatura, existeun rango de temperaturas que
crece linealmente con� en el cual se puede observar la reorientaci�on variando el espesor de la
muestra.

Incluimos en la Fig. 6.6 los datos obtenidos del trabajo de Whiteheadet al. para � = 4;45 [64]
(ver la salvedad hecha en [59]). Para el c�alculo de las l��neas de transici�on Whiteheadet al. usan la
magnetizaci�on en el plano y el par�ametro de orden de fajas. Sin embargo, de�nen la transici�on a
trav�es de un valor de corte que no es especi�cado. Como en este trabajo las transiciones se de�nen
en el punto de in
exi�on de la componente de magnetizaci�on en el plano, usamos las curvas de
magnetizaci�on en el plano calculadas en el citado trabajo para recalcular el diagrama a� = 4;45.
A bajas temperaturas, los puntos de la curva de transici�on planar-paramagneto para� = 4;45
no son con�ables y son desechados. Esta decisi�on se toma en base a que los puntos de transici�on
calculados con las curvasM jj en funci�on de la temperatura discrepan de los calculados conlas
curvasM jj en funci�on de la anisotrop��a.

Comparamos ahora el diagrama de fases escaleado con los resultados experimentales que ya
describimos. La curva te�orica se construye tomando los puntos del escaleo para� = 3; 4;45; 6 en
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Figura 6.5: Comparaci�on entre diagramas de fases te�oricosy experimentales.(A) Diagrama de fa-
sesT vs. 1=� para � = 3. (B) Diagrama de fases (T; d) para una l�amina de Fe/Ni(5.4 ML)/Cu(001)
[45]. (C) Diagrama de fases (T; d) para una l�amina de Fe/Cu3Au(100) [37].(D) Diagrama de fases
(T; d) para una l�amina de Fe/Ni(111)(2 ML)/W(110) [39]. Para espesores menores a los se~nalados
por la 
echa, la anisotrop��a planar del n��quel se vuelve dominante.
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Figura 6.6: (A ) Leyes de escala emergentes del los diagramas de fase� = 3; 4;45 y 6 al gra�carlos
sobre los ejes (T=�; � ef =� ). El color verde corresponde a� = 3, el color rojo a � = 4;45 (extra��do
de la Ref. [64]) y el color negro a� = 6. La transici�on de reorientaci�on est�a gra�cada con c��rc ulos,
la transici�on canted-fajas Ising con cuadrados, la transici�on ferromagneto planar-paramagneto
con tri�angulos y la transici�on fajas Ising-paramagneto con rombos. Las curvas negras continuas
representan dos ajustes realizados sobre la l��nea de reorientaci�on en un caso y sobre la transici�on
ferromagneto planar-paramagneto en el otro. Las l��neas depuntos son una gu��a para el ojo. (B )
Leyes de escala emergentes de los diagramas de fase experimentales gra�cados sobre los ejes
(T=�; � ef =� ). Las l��neas negras continuas son los ajustes a las curvas de reorientaci�on y planar-
paramagneto mostradas en (A ). La transici�on fajas Ising-desorden se gra�ca en negro, para� = 3
en l��nea de puntos, para� = 4;45 en l��nea de trazos y con dos barras de error para� = 6. En el
Inset �guran las l�aminas sobre las que se aplicaron las leyes deescala.
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forma indiscriminada. Ajustamos una recta a la transici�on de reorientaci�on y una ley de potencia
a la transici�on entre las fases planar y paramagn�etica. De esta forma es posible tener una idea
aproximada del lugar en donde se encuentra el punto de uni�on entre las dos transiciones. Los
trabajos experimentales que se analizan son los ya mencionados para Fe/Ni/Cu(001) (Ref. [45, Fig.
5]), Fe/Cu3Au(100) (Ref. [37, Fig. 4]) y Fe/Ni(111)(2 ML)/W(110) (Ref. [39, Fig. 3]). En primer
lugar, hay que escribir las unidades experimentales en t�erminos de las nuestras. La temperatura
en las simulaciones de Monte Carlo est�an medidas en unidades de kB , que es la constante de
Boltzmann y de g, que es la intensidad de la interacci�on dipolar. La constantede intercambio es
� = J=g. Al escalear la temperatura, obtenemos:

T
�

=
kB TExp =g

J=g
=

TExp

J=kB
(6.7)

dondeTExp es la temperatura medida en grados Kelvin. Sobre la anisotrop��a aplicamos la hip�otesis
� � 1=d, por lo que podemos expresar la anisotrop��a efectiva como unafunci�on lineal en 1=d.
Tomando los valores experimentales se gra�caa=d+ b en funci�on de TExp =� para a; b; � elegidos
de tal manera de obtener el mejor ajuste posible. Los resultadosson expuestos en la Fig. 6.6B .
Los valores de� obtenidos son� F e=Ni=Cu = 850, � F e=Ni=W = 670 � F e=Cu3Au = 700. Estos se deben
comparar con los valores deJ=kB que son dif��ciles de estimar porque, en particular, dependen
fuertemente de la estructura de la red. De todos modos se puedenestablecer ciertas cotas para
los valores. En el caso de la l�amina mixta de Fe/Ni la cota inferior la obtenemos de una �unica
monocapa de Fe [45], quedando:

JF e

kB
=

36meV
8;617� 10� 5 eV K� 1

� 420K: (6.8)

Para la cota superior incluimos el aporte de las dos l�aminas, siguiendo la estimaci�on presentada
en el mismo trabajo:

JF e

kB
=

36meV � 2;9ML + 4;6meV � 5;4ML
8;617� 10� 5 eV K� 1

� 1500K: (6.9)

Con lo cual los valores que obtuvimos para ambos experimentos se encuentran dentro de la cota.
Hay que aclarar que las estimaciones hechas no tienen en cuentavarios fen�omenos que ocurren en
los experimentos y que cambian el valor efectivo de la constante de intercambio.

6.4. Variaci�on del ancho de fajas

Como ya hemos mencionado, uno de los prop�ositos por el cual calculamos el diagrama de fases
a � = 6 es intentar observar la variaci�on del ancho de fajas en funci�on de alguno de los par�ametros
del Hamiltoniano. El diagrama de fases calculado en el Cap. 6.2 muestra las l��neas de transici�on
entre las diferentes fases ordenadas. Hasta el momento, no se ha hecho ning�un an�alisis de lo que
ocurre en la fase de fajas a excepci�on de indicar las l��neas de transici�on entre fajas a temperatura
cero calculadas en el Cap. 5. Con esta informaci�on se comienzael estudio de la variaci�on del ancho
de fajas. Para ello se prueban diversos protocolos aplicados a la temperatura y a la anisotrop��a
m�as un m�etodo de termalizaci�on con campo magn�etico en elplano.
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6.4.1. Variaci�on del ancho de fajas con la temperatura

Comenzamos el estudio de la dependencia del ancho de faja con la temperatura en la regi�on
canted. Este criterio se basa en que las paredes en la fase canted son de bajo costo energ�etico,
por lo tanto son m�as f�aciles de equilibrar. Las simulacionesen la regi�on de fajasIsing, en cambio,
demandan m�as tiempo por lo que no se analizan en este trabajo suspropiedades. Usando el
protocolo escalera en la temperatura a campo magn�etico nulo, se realiza una corrida para� = 7;5
y se guarda la con�guraci�on del sistema para varias temperaturas. El tama~no de la red simulada
es L = 120, se parte con estado inicial equilibrado aT = 3, se desciende en temperatura de
a saltos � T = 0;1 y cada punto es termalizado un tiempote = 2 � 103. En la Fig. 6.7 se
exhiben las con�guraciones obtenidas a temperaturasT = 0;1; 1; 1;5; 2. Cada columna de la �gura
representa una temperatura distinta, la �la superior representa la componentex de ~S, la del medio
la componentey y la inferior la componentez. Las con�guraciones est�an representadas en tonos
de grises, tal como se muestra en la escala de la derecha y los ejes decoordenadas est�an dibujados
a la izquierda, conz saliente del plano de la hoja. Cuando el valor de la componentede un esp��n
es 1, se lo representa con un p��xel blanco, cuando es� 1 se lo representa con un p��xel negro.

A temperatura T = 2, sobre la fase ferromagn�etica en el plano, se puede observar la presen-
cia de dominios en la componente perpendicular al plano. La componenteSy presenta un color
homog�eneo oscuro debido a que la magnetizaci�on est�a en la direcci�on del eje y. La componente
x s�olo muestra ruido t�ermico. A temperatura T = 1;5, claramente se observan dominios de fajas
que poseen magnetizaci�on orientada preferentemente en la direcci�on perpendicular. Se aprecian
muchas 
uctuaciones y dislocaciones. La componenteSy exhibe l��neas delgadas entre los dominios
observados enSz. Estas l��neas son las paredes de las fajas. ParaT = 1 este fen�omeno es m�as
evidente, las l��neas que se observan en la componenteSy son todas de un gris muy oscuro, lo
que indica que las paredes tienen una componente importanteen el plano. Tanto la componente
Sy de los espines de la pared, como el sentido en el cual se extiendenlas fajas, coinciden con
la direcci�on de M jj . Por lo tanto, la magnetizaci�on en el plano est�a generada por la componente
en el plano de los dominios y por la contribuci�on de las paredes. El comportamiento por el cual
los espines de la pared rotan sobre un eje perpendicular a la pared, corresponde al de una pared
de Bloch. A temperatura T = 0;1 se pueden observar peque~nos dominios en la componenteSx

que se corresponden con las dislocaciones observadas en la componente Sz. Se realizaron otras
simulaciones para� = 6;5 � 9, obteniendo resultados semejantes.

Como cada paso en temperatura est�a relacionado con el paso anterior, se puede notar que los
dominios est�an claramente anclados a lo largo de toda la simulaci�on. La con�guraci�on de bajas
temperaturas es cualitativamente la misma que se observa cercade la transici�on de reorientaci�on
(� � 2). Como diferencias se destacan la disminuci�on del ruido t�ermico. A bajas temperaturas
las paredes siguen caminos menos tortuosos. Por otro lado, si miramos la componenteSz, la
diferencia entre los tonos claros y oscuros de las con�guraciones de bajas temperaturas son m�as
marcadas que a altas temperaturas. Esto indica un mayor ordenamiento de los espines. Al no
haber movimiento, crecimiento o aniquilaci�on de dominiosno hay variaci�on del ancho de fajas.
El ancho de fajas promedio de esta secuencia esh � 11 (ver Ec. 6.5), muy distinto deh = 17
correspondiente a temperatura cero. Varias hip�otesis se pueden barajar acerca del motivo de
este comportamiento. Es claro que el tiempo de termalizaci�on resulta insu�ciente para sacar al
sistema del estado metaestable en el que se encuentra. Aumentado eltiempo de termalizaci�on
a te = 104 se observan los mismos resultados. Un mayor tiempo de termalizaci�on no es posible
dados nuestros actuales recursos. Existe la posibilidad de que elsistema est�e experimentando
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Figura 6.7: Componentes de esp��n para distintas temperaturas en un sistemaL = 120 con� = 7;5.
Si la componente en una dada direcci�on es 1, se la representa con un p��xel blanco, si es� 1 con un
p��xel negro, entre estos dos valores se usan tonos grises. Para estos gr�a�cos se emplea un protocolo
escalera en la temperatura con tiempo de termalizaci�on por punto te = 2 � 103 y � T = 0;1.

fuertes efectos de tama~no �nito. Como no es posible simular sistemas m�as grandes con los tiempos
de termalizado indicados, se procede a disminuir la anisotrop��a uniaxial a � = 6;5. A temperatura
cero, el ancho de fajas correspondientes a este valor es deh = 10. Lamentablemente, los resultados
son similares a los ya descriptos. Otra posibilidad es que el anclaje del sistema se deba a efectos
de borde. Para ello se reemplazan las condiciones peri�odicas de contorno por condiciones libres.
Estas simulaciones son infructuosas ya que la interacci�on dipolar forma dominios de clausura
en el plano tal como ocurre en los sistemas macrosc�opicos. Estos dominios planares se separan
mediante paredes de 90 grados aproximadamente que pueden serlas causantes del anclaje de las
fajas. Como se mencion�o para el caso anterior, las fajas se extienden a lo largo de la direcci�on de
magnetizaci�on de los dominios planares. En la Fig. 6.8 se exhibe la componente perpendicular del
esp��n para temperaturasT = 0;1; 1;3; 1;7 junto con un diagrama en donde consta la direcci�on de
magnetizaci�on de los dominios de clausura a temperaturaT = 0;1. Las l��neas que separan a los
dominios de clausura se confeccionan mediante inspecci�on visual de las componente planar de los
espines.

Resumiendo, dentro de las limitaciones computacionales ya expuestas, las �unicas variaciones
que se aprecian al disminuir la temperatura con este algoritmo son: disminuci�on de la rugosidad
de la pared y disminuci�on de la curvatura de las fajas (este efecto se nota especialmente en
la componentez entre las temperaturasT = 0;1 y T = 1;5 de la Fig. 6.7). En conclusi�on,
este protocolo de simulaci�on no es viable para obtener la dependencia del ancho de fajas con la
temperatura y otros caminos deben ser explorados.

El paso siguiente es la termalizaci�on con campo magn�etico.�Este es el protocolo con el que
se obtienen las con�guraciones de fajas m�as anchas y que mejor se ajustan a los resultados a
temperatura cero. Consiste en un VPTC con campo en el plano a temperatura y anisotrop��a
constantes seguido por una termalizaci�on a campo nulo. Se parte de una con�guraci�on inicial
ferromagn�etica en el plano con campo� = Hx para iniciar la simulaci�on con el sistema cerca del
estado de saturaci�on. El campo se reduce hasta cero con tasar , se termalizar durantete y se las
mediciones se promedian durantetm . Si bien el tiempo de c�alculo por punto es mayor que en los
otros m�etodos, el hecho de que cada punto se pueda obtener en forma independiente permite la
utilizaci�on de varios procesadores en paralelo. La principal ventaja de este algoritmo reside en que
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Figura 6.8: Arriba, representaci�on deSz en para el mismo sistema que el caso anterior, s�olo que
ahora se usan condiciones de contorno libres. Se respeta el mismo eje de coordenadas de la �gura
anterior. Abajo, las lineas indican la separaci�on de dominios con diferente magnetizaci�on en el
plano, las direcciones est�an indicadas por las 
echas.

reduce la componente perpendicular de los espines aminorando el efecto de la anisotrop��a. Con la
componente perpendicular de los espines peque~na, la energ��a de la pared disminuye, facilitando
su movilidad. Esto evita (o por lo menos aminora) el anclaje de las paredes. Por otro lado, como
cada con�guraci�on es calculada independientemente, elimina los efectos de memoria debido a
con�guraciones calculadas a otros valores de (T; � ) mejorando la estad��stica. Como las fajas se
alinean en el sentido de la magnetizaci�on en el plano, la aplicaci�on de un campo magn�etico planar
fuerza la direcci�on de las mismas. Este hecho es corroborado experimentalmente en los trabajos
de Wu et al. [38] sobre l�aminas mixtas de Co/Cu/Fe/Ni/Cu. La deposici�on de Co genera un
campo magn�etico en la direcci�on del plano al cual se alineanlas fajas de la l�amina de Fe/Ni y por
Portmann et al. [93] en l�aminas de Fe/Cu.

En la Fig. 6.9 se muestra la variaci�on del ancho de fajas con la temperatura para� = 7;5. Como
los tiempos de simulaci�on son altos, se reduce el tama~no del sistema a L = 80. Los par�ametros de
simulaci�on son: Hx = 0;5, r = 10� 6, te = 105 y tm = 105. Los resultados se corroboran calculando
algunos puntos con tama~noL = 120 con Hx = 0;5, r = 10� 7, te = 106 y tm = 106.

La temperatura de reorientaci�on se encuentra enT � 2, donde en ancho de fajas esh = 10.
Bajando en temperatura se aprecia una meseta en torno a este valor hasta T = 1, en donde un
crecimiento abrupto puede ser observado. AT = 0;4 el ancho promedio alcanza un valor deh � 14,
aunque se registran valores deh = 16 en varias realizaciones (el ancho de fajas a temperaturacero
esh = 17). Dentro de los errores de la simulaci�on los resultados obtenidos para ambos tama~nos
de sistema son iguales.

El comportamiento peculiar del ancho de faja con la temperatura puede ser contrastado con
el comportamiento de la magnetizaci�on en el plano. En la Fig. 6.10 se gra�ca la magnetizaci�on
en el plano en funci�on de la temperatura. Si bien es muy dif��cil eliminar el ruido, a temperaturas
cercanas aT = 2 la curva presenta una anomal��a que est�a relacionada con lareorientaci�on. A
temperaturas en el rangoT = (1; 2) se aprecia variaci�on suave de la magnetizaci�on hasta que �esta
experimenta un \crossover" aT � 1. El punto de in
exi�on coincide con el �n de la meseta en la Fig.
6.9. Esto muestra a las claras una fuerte correlaci�on entre lamagnetizaci�on en el plano y el ancho
de las fajas. Asumiendo que la disminuci�on de la temperatura es equivalente a un aumento en la
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Figura 6.9: Dependencia del ancho de fajas con la temperatura para � = 7;5 simulado mediante
termalizaci�on con campo magn�etico. La curva roja se simula sobre una red de tama~noL = 80
con Hx = 0;5, r = 10� 6, te = 105 y tm = 105. La curva negra representa tres puntos que han sido
simulados sobre un sistema de tama~noL = 120 con Hx = 0;5, r = 10� 7, te = 106 y tm = 106. Las
barras de error se extraen de promediar sobre diferentes realizaciones.

anisotrop��a, el cambio en el comportamiento del ancho de fajas y de la magnetizaci�on en el plano
puede estar relacionada con lo mencionado en el Cap. 6.2, basado en las argumentaciones de Won
et al. [45]. Este punto podr��a ser un \crossover" entre un comportamiento de bajas temperaturas
dominado por la anisotrop��a uniaxial y un comportamiento dealtas temperaturas dominado por
la interacci�on dipolar. Como gran parte de los espines que contribuyen con la magnetizaci�on en
el plano son los que se encuentran en la pared, este resultado corrobora o visto en el Cap. 5 a
temperatura cero, en donde se ve una estrecha relaci�on entre el comportamiento de las paredes y
el ancho de fajas.

6.4.2. Variaci�on del ancho de fajas con la anisotrop��a

Hemos observado como las simulaciones con protocolo escalera enla temperatura, para los
tiempos de equilibraci�on utilizados, no muestran variaci�on del ancho de faja. La situaci�on se
revierte al cambiar el par�ametro de la simulaci�on a� , siempre a campo magn�etico cero. Una corrida
realizada con protocolo escalera en� sobre un sistema conL = 144, te = 3 � 103, tm = 3 � 103

muestra claramente la variaci�on del ancho de fajas con la anisotrop��a. Sin embargo, los resultados
m�as interesantes surgen de utilizar el protocolo VPTC ya que tiene la propiedad de proveer
informaci�on relacionada con la din�amica del sistema. Este algoritmo es de gran utilidad a la hora
de interpretar los mecanismos involucrados en la variaci�ondel ancho de fajas. En la Fig. 6.11 se
puede apreciar una secuencia de con�guraciones deSz tomadas de un VPTC para un sistema de
tama~noL = 120, temperatura T = 0;5 y tasa r = 10� 6 con condici�on inicial ferromagn�etica en el
plano a baja anisotrop��a (� = 4). Sobre la reorientaci�on (� = 6;65), el sistema alcanza una fase de
fajas h � 8 con dos dislocaciones. En la con�guraci�on� = 6;85 la dislocaci�on inferior de espines
up se aniquila con una faja y genera otra de espines down debido alas 
uctuaciones t�ermicas (ver
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Figura 6.10: Magnetizaci�on en el plano (c��rculos)y par�ametro de orden de fajas (cuadrados) en
funci�on de la temperatura para � = 7;5 obtenido con el protocolo de termalizaci�on con campo
magn�etico. Los puntos llenos son simulados sobre una red de tama~no L = 80 con Hx = 0;5,
r = 10� 6, te = 105 y tm = 105. La puntos abiertos son simulados sobre un sistema de tama~no
L = 120 con Hx = 0;5, r = 10� 7, te = 106 y tm = 106. Las l��neas son una gu��a para el ojo. Con
una cruz se marca el valor obtenido mediante MC a temperatura cero (ver Cap. 5).

abajo a la izquierda y arriba a la izquierda). Mientras tanto, la dislocaci�on central comienza a
moverse hacia el borde de la red. Como las condiciones de contorno son peri�odicas, las dislocaciones
no pueden aniquilase en el borde de la muestra como en los sistemasreales, sino que contin�uan
su movimiento pasando a la pared opuesta. Con condiciones peri�odicas, el �unico mecanismo por
el cual se pueden eliminadar una dislocaci�on es por aniquilaci�on. En la simulaci�on presentada
esto no ocurre ya que las dislocaciones se encuentran a anisotrop��a muy alta ( � = 7;5). En esta
instancia las paredes se han vuelto muy delgadas y de alto costo energ�etico por lo que habr��a que
esperar un tiempo muy largo para observar la aniquilaci�on. Ladin�amica de las dislocaciones da
como resultado un mayor ancho de fajas. El ancho de fajas pasa deh = 8;6 sobre la reorientaci�on
a h = 12 a � = 7;5. Tambi�en se puede observar como as 
uctuaciones t�ermicas disminuyen al
aumentar la anisotrop��a, algo similar a lo que ocurre cuando disminuimos la temperatura.

En todas las simulaciones realizadas, barriendo varias temperaturas y probando tasas de VPTC
que van entre los valoresr = [10� 4; 10� 7], se observa que el movimiento de las dislocaciones se
produce exclusivamente en la fase canted, no hay movilidad de dislocaciones en la faseIsing.
Cabe la pregunta de si es posible observar movimiento de dislocaciones en la faseIsing para
termalizaciones mayores y si, en caso de conseguir equilibrar un sistema en esa regi�on, es posible ver
variaci�on del ancho de fajas con la anisotrop��a. Las simulaciones que realizamos no son su�cientes
para encontrar una respuesta a estos interrogantes y m�as c�alculos deben ser llevados a cabo.

Cabe a esta altura preguntarse si la din�amica de las dislocaciones es el �unico medio a trav�es del
cual se modi�ca el ancho de las fajas con la anisotrop��a. En estesentido se exponen dos realizaciones
de un VPTC sobre un sistema de tama~noL = 120, a temperatura T = 0;1 y tasa r = 10� 7 con
condici�on inicial ferromagn�etica en el plano a� = 4, ver Fig. 6.12. Para ambos se calcula el ancho
de faja de acuerdo a la Ec. (6.5). En la gr�a�ca superior, el sistema alcanza un estado de fajas sin
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Figura 6.11: Din�amica de dislocaciones en funci�on de la anisotrop��a. Se gra�ca la componenteSz

en escala de grises de un sistemaL = 120, � = 6, T = 0;5 en funci�on de la anisotrop��a (valor
asignado a cada �gura). La simulaci�on se lleva a cabo mediante un VPTC en � con tasar = 10� 6

y con condici�on inicial ferromagn�etica en el plano a� = 4.

dislocaciones sobre la reorientaci�on. Este ancho de fajas permanece invariante dentro de las escalas
de tiempo accesibles a la simulaci�on ya que el sistema es incapazde escapar de la metaestabilidad.
En la gr�a�ca inferior, la con�guraci�on alcanzada sobre la reorientaci�on presenta un ancho de fajas
muy similar al anterior pero con dislocaciones. Al aumentar la anisotrop��a, las dislocaciones se
mueven hasta aniquilarse, hecho que ocurre en� � 6;8. Todas las simulaciones realizadas con
VPTC muestran variaci�on del ancho de fajas siempre y cuando existan dislocaciones. Una vez que
�estas se aniquilan, el ancho de fajas permanece invariante por el resto de la simulaci�on. El estado
en el cual el sistema queda atrapado tiene que ser un estado de fajas, sin importar si son fajas
puras o h��bridas como las descriptas en el Cap. 3. Cotejando los resultados para varios par�ametros
de simulaci�on y varias temperaturas, se puede ver que existe unaventana de valores para la tasa
de cambior en la cual el ancho de fajas var��a. Por debajo de ese valor, el sistema es una sopa de
defectos con muchas dislocaciones que no tienen el tiempo su�ciente para moverse. Por encima, el
sistema aniquila todas sus dislocaciones cerca de la reorientaci�on quedando atrapado en un estado
metaestable el resto de la corrida. Esta ventana deber��a variar con el tama~no del sistema y con
� porque cuantas m�as dislocaciones posee el sistema, menor es la probabilidad de eliminarlas a
todas. En los rangos de temperatura usados, la tasar = 10� 5 presenta los mejores resultados.
Otra prueba realizada consiste en un VPTC en sentido inverso, de laregi�on Ising a reorientaci�on
partiendo de estados de faja ordenados y barriendo un amplio rango de temperaturas. En ninguno
de estos casos se produce variaci�on del ancho de fajas, s�olo se produce curvatura de las paredes
debido a efectos t�ermicos.

En vista a estos resultados, podemos apreciar que al aumentar la anisotrop��a el ancho de fajas
de equilibrio aumenta generando tensi�on sobre el sistema, que busca un ancho de fajas m�as grande
para satisfacer el m��nimo de la energ��a libre. Como la red genera anclaje de dominios, el crecimiento
de las fajas no se puede dar por ensanchamiento progresivo. Por lo tanto, el �unico mecanismo
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Figura 6.12: Correlaci�on entre el ancho de fajas y la posici�on de las dislocaciones a medida que se
var��a la anisotrop��a en un sistemaL = 120, T = 0;1 y r = 10� 7 simulado con VPTC con condici�on
inicial ferromagn�etica en el plano a� = 4 para dos realizaciones diferentes. Las 
echas indican
el lugar en donde es tomada la imagen, la escala de grises y los ejes de coordenadas respetan la
convenci�on establecida.

posible para el aumento del ancho de fajas es la din�amica de dislocaciones. Este fen�omeno se
observa tanto en las l�aminas ferromagn�eticas ultradelgadas [21], como en garnets ferrimagn�eticos
[7, 94] o rollos convectivos [95]. Si bien los experimentos citados trabajan variando la temperatura,
la fenomenolog��a es la misma. La disminuci�on de la temperatura en los experimentos, equivalente
a un aumento en la anisotrop��a, genera la nucleaci�on de dislocaciones que viajan por la muestra
hasta aniquilarse en los bordes o entre si. En nuestro modelo, el sistema no tiene bordes por lo
entonces la �unica aniquilaci�on posible es entre dislocaciones. El movimiento de las dislocaciones
se genera por la tensi�on sobre las paredes adyacentes a la dislocaci�on [7]. Es razonable pensar que
aparece una fuerza sobre la dislocaci�on que trata de reducir la longitud de la pared. Hasta donde
alcanza nuestro conocimiento, esta es la primera evidencia num�erica, obtenida mediante din�amica
de Monte Carlo, de la din�amica de dislocaciones como mecanismo para la variaci�on del ancho de
fajas.

Las simulaciones con protocolo VPTC son sumamente �utiles a la hora de conocer la din�amica
de dislocaciones y de como el sistema alcanza, en funci�on de la anisotrop��a, estados de fajas m�as
anchas. La aniquilaci�on de las dislocaciones genera estados metaestables de fajas de los cuales
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el sistema no puede salir. Son necesarios, entonces, sistemas m�as grandes que alberguen m�as
dislocaciones para evitar caer en metaestabilidades y obtener curvas con�ables de la variaci�on
del ancho de faja con la temperatura. A su vez, estas simulaciones deber��an ser realizadas a muy
baja tasa de cambio para darle tiempo al sistema de acomodar sus dominios. Estas mejoras en las
simulaciones no son factibles de implementar de momento.

Aplicamos ahora el protocolo de termalizaci�on con campo magn�etico para obtener el ancho
de fajas en funci�on de la anisotrop��a y comparar los resultados de este m�etodo con los obtenidos
por medio del VPTC. En la Fig. 6.13 se muestra el comportamiento del ancho de fajas con la
anisotrop��a para temperaturaT = 0;5 obtenido con tres campos de saturaci�onHx = 0;5; 0;5; 1 con
r = 10� 5, te = 105 y tm = 104. Tambi�en se agregan los resultados de la secci�on anterior para un
VPTC en � a tasa r = 10� 5 para comparar. Sobre la reorientaci�on, el ancho de fajas alcanzado
esh � 7 en todas las corridas, en consonancia con el valor esperado a temperatura cero. Esto es
de esperar debido a que en esta zona las paredes de dominio son f�aciles de mover y, por lo tanto,
de termalizar. Las diferencias entre los par�ametros se observan a anisotrop��as altas. Para� = 7;8
el campoHx = 0;2 arroja mejores resultados. Este valor de anisotrop��a se encuentra, dentro de
los errores de las simulaciones, sobre la transici�on entre la fase canted y laIsing. El ancho de faja
en este punto es igual al ancho de fajas correspondiente a temperatura cero. Esto va acorde a la
hip�otesis de que la variaci�on del ancho de las fajas es un efecto din�amico que no es posible ver en
la faseIsing. En � = 7;8 las curvas termalizadas con campo presenta un m�aximo. Esto sedebe a
que, por encima de este valor, el sistema no logra ser termalizadoy queda atrapado en estados
metaestables con dominios m�as peque~nos. Por encima de� = 7;8, el anclaje es muy fuerte y son
necesarios campos magn�eticos mayores para mover las paredes, esto determina que los mejores
resultados se obtengan conHx = 1.

El VPTC en anisotrop��a, dentro de los errores de la simulaci�on, tiene valores similares a
las curvas termalizadas con campo cerca de la reorientaci�on. Como mencionamos, cerca de la
reorientaci�on, las paredes son f�aciles de mover, por lo quela din�amica de las dislocaciones es 
u��da
y permite seguir con �delidad la variaci�on del ancho de fajascon la anisotrop��a. Para anisotrop��as
m�as altas, la paredes comienzan a sufrir el anclaje de la red y los anchos observados son inferiores
a los obtenidos mediante termalizaci�on con campo. Este argumento explica por qu�e no observamos
variaci�on del ancho de fajas con la temperatura en los protocolos escalera. Si se realiza la simulaci�on
en temperatura a valores altos de la anisotrop��a (� > 6;8), las dislocaciones est�an ancladas por
lo que el ancho de fajas no puede aumentar. En la regi�on de (� < 6;8) el anclaje es d�ebil, sin
embargo el ancho de fajas que se alcanza sobre la reorientaci�on es muy similar al correspondiente
a temperatura cero, por lo que la tensi�on presente en el sistema para mover las dislocaciones es
muy peque~na.

6.4.3. Simulaci�on de l�aminas con espesor d variable

Mediante el uso de la hip�otesis fenomenol�ogica� � 1=d propuesta en la Sec. 6.3, se pueden
gra�car los resultados correspondientes a la Fig. 6.13 en un gr�a�co h vs. � d. �Este se expone
en la Fig. 6.14 para el caso correspondiente a la termalizaci�on con campoHx = 0;2. Si bien no
se extienden sobre un rango lo su�cientemente amplio como para discernir entre un decaimiento
exponencial [38, 45] o una ley de potencia [47], muestra que elmodelo es capaz de reproducir el
comportamiento cualitativo correspondiente a aumentar el espesor de la l�amina. Hay que aclarar
que en esta hip�otesis no se considera el efecto del aumento del n�umero promedio de vecinos debido
al aumento del espesor, lo que producir��a anchos de faja m�as grandes debido al incremento de la
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Figura 6.13: Variaci�on del ancho de fajas con� simulado mediante termalizaci�on con campo
magn�etico sobre una redL = 144 para distintos campos magn�eticos iniciales,Hx = 0;2; 0;5; 1 con
r = 10� 5, te = 105 y tm = 104. Los puntos representan el promedio sobre varias realizaciones, las
barras de error corresponden a la desviaci�on cuadr�atica media.Se agrega a modo de comparaci�on
los resultados obtenidos mediante la aplicaci�on de un VPTC en� con tasar = 10� 5.

contribuci�on de intercambio.
Otra aplicaci�on de esta hip�otesis consiste en la simulaci�on del�aminas de espesor variable, muy

utilizadas en los trabajos experimentales. Estas muestras presentan grandes facilidades a la hora de
medir y son ampliamente utilizadas en los trabajos experimentales. En particular, resultan de gran
utilidad para estudiar las propiedades de la l�aminas en funci�on del espesor. Haciendo uso de este
hecho, simulamos cu~nas con nuestro modelo monocapa. Se eligeel ejex como eje de crecimiento del
espesor (disminuci�on de la anisotrop��a). Para visualizar mejor los patrones se generaliza el sistema
cuadrado a uno rectangular de dimensionesL x � L y. Como no encontramos una forma de bajo
costo computacional para evitar los efectos de borde en estas muestras, utilizamos condiciones
de contorno peri�odicas. Por lo tanto, el ejex presenta un salto en el valor de� . Inspeccionando
visualmente las con�guraciones obtenidas, no se observa alteraci�on en los dominios que est�an a
una distancia de 10 par�ametros de red de los bordes. El protocolo de simulaci�on utilizado es el de
termalizaci�on con campo magn�etico en el plano aplicado enla direcci�on x.

La con�guraci�on de espines se puede observar discriminada por componente en escala de grises
en la Fig. 6.15 para dos sistemas de dimensionesL x = 360, L y = 180 a temperaturaT = 1;0. Los
par�ametros de termalizaci�on son:r = 10� 5, te = 105. En (a) se asume un crecimiento lineal del
espesor, �este es de la formad = ax+ bcond� 1(1) = 6 y d� 1(360) = 9. Para valores dex grandes, la
l�amina es gruesa, la interacci�on dipolar domina la muestra ylos espines se ordenan ferromagn�eti-
camente en el plano, esto se aprecia en el color blanco de la componenteSx . Es evidente el lugar
donde se produce la reorientaci�on, que puede distinguirse tanto en la componente perpendicular
del esp��n como en las paredes que se ven en la componenteSx . El valor de la anisotrop��a sobre
la reorientaci�on es� = 6;75, en coincidencia con el diagrama de fases. Sobre las regiones m�as del-
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Figura 6.14: Dependencia del ancho de faja con el espesor de la l�amina calculado por medio de
la hip�otesis fenomenol�ogicad � 1=� . Los resultados corresponden a una simulaci�on a tama~no
L = 144 termalizada con campoHx = 0;2 conr = 10� 5, te = 105 y tm = 104.

gadas de la l�amina se observan m�ultiples dislocaciones que tienen como consecuencia el aumento
del ancho de fajas. Este tipo de patrones es com�un en las cu~nasexperimentales [38, 42] y se le ha
dado el nombre de \�ngering" o \branching" por obvias razones. Un ojo perspicaz podr��a observar
diferencias en los anchos de pared entre la regi�on delgada yla reorientaci�on y de como las paredes
de los dominios son m�as estables a espesores delgados. Al igual queen el caso de l�aminas con
anisotrop��a constante, se observa curvatura de las paredes. En(b) se simula una cu~na compuesta
por tres escalones tal como se muestra en la �gura. Sobre la l��nea � = 6 � 7 irrumpen las fajas
que sufren algunas dislocaciones hasta alcanzar� = 8. A esto valores de anisotrop��a se observan
metaestabilidades debido a que son necesarios m�as pasos de Monte Carlo para termalizar. Notar
el corte abrupto en la transici�on de reorientaci�on, hecho que se asemeja a las primeras im�agenes de
cu~nas [5]. Esto es un indicio de que en las primeras experiencias con cu~nas el control del espesor
no estaba tan desarrollado como en la actualidad. En(c) se exhibe el ancho de fajas en funci�on de
la anisotrop��a para una cu~na simulada con los mismos par�ametros pero sobre una red de tama~no
L x = 400 y L y = 160. El ancho de fajas se calcula mediante la Ec. (6.5) aplicado sobre losL y

sitios correspondientes a cada valor dex o, equivalentemente,� . Para la gr�a�ca se toma 1 de cada
10 puntos.

En estas im�agenes se aprecia la estrecha relaci�on existente entre el espesor de la l�amina y la
temperatura. En l�aminas de alta anisotrop��a que no presentan reorientaci�on, algunos grupos expe-
rimentales trabajan con una temperatura efectiva.�Esta se de�ne de la forma:� = ( T � Tc(d))=Tc(d)
[21]. Seg�un esta de�nici�on la temperatura efectiva se puedemodi�car de dos formas: variando la
temperatura del experimento o variando el espesor de la l�amina. El uso de la temperatura efec-
tiva en lugar de la temperatura real, trae grandes ventajas ala hora de medir ya que cambiar
la temperatura de medici�on es equivalente a desplazar el detector un par de micr�ometros sobre
una cu~na. En este trabajo, la regi�on de anisotrop��as altas que no presentan reorientaci�on son
dif��ciles de simular. Sin embargo, en nuestro modelo esta propiedad es observada reemplazando la
temperatura de CurieTc(d) por la temperatura de reorientaci�onTSRT (d).
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Figura 6.15: Con�guraci�on de fajas en cu~nas a temperaturaT = 1 con r = 10� 5, te = 105 y
Hx = 0;5. (a) cu~na de crecimiento lineal,� (x = 1) = 6 y � (x = 360) = 9. (b) cu~na con tres
escalones.(c) ancho de faja en funci�on de� en una cu~na de crecimiento lineal con los mismos
par�ametros de simulaci�on para un sistema de tama~noL x = 400 y L y = 160. En l��nea de trazos:
ajuste de una ley de potencia sobre los puntos gra�cados con el cual se estima la posici�on de las
transiciones entre fajas en el diagrama de fases de Fig. 6.16.
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Figura 6.16: Variaci�on del ancho de fajas en el diagrama de fases (T; � ) para � = 6. ( � ) transiciones
entre fajas obtenidas de la minimizaci�on de la energ��a; (4 ) transici�on aproximada entre fajas de
acuerdo a un ajuste realizado sobre la curvaHx = 0;2 de Fig. 6.13; (� ) transici�on aproximada
entre fajas seg�un un ajuste obtenido para una cu~na simulada sobre una redL x = 400, L y = 160 a
temperatura T = 1 con par�ametros de simulaci�on: Hx = 0;5, r = 10� 5, te = 105 (ver Fig. 6.15 ).

Hemos visto para varios algoritmos como el ancho de fajas var��a seg�un la temperatura o
la anisotrop��a. Cabe preguntarse ahora cu�al es el comportamiento de las l��neas de transici�on
entre distintos anchos de fajas en el diagrama de fases (T; � ). Debido a las di�cultades de las
simulaciones, no podemos dar una respuesta de�nitiva a esta pregunta, pero si podemos usar los
resultados expuestos para arrojar algo de luz sobre el problema.

Del ajuste de la Fig. 6.15C se obtienen los valores de anisotrop��a a los cuales se producenlas
transiciones entre fajas de distinto espesor a temperaturaT = 1. Por otro lado, ajustando la curva
correspondiente aHx = 0;2 en la Fig. 6.13 con una ley de potencia, se puede calcular la posici�on
aproximada de las transiciones entre distintos anchos de fajaa temperatura T = 0;5. Con esto
m�as la informaci�on disponible del c�alculo a temperatura cero, gra�camos las l��neas de transici�on
entre fajas de distinto ancho de manera aproximada (ver Fig. 6.16). Estos resultados dan una idea
de como es el aspecto de las l��neas de transici�on entre estadosde fajas canted en el diagrama de
fases a� = 6.

6.4.4. Paredes, dislocaciones y v�ortices

Nos proponemos en esta secci�on analizar con m�as detenimientoel comportamiento de los do-
minios magn�eticos. Una primera pregunta a responder es qu�e tipo de paredes se generan entre
los dominios. Un an�alisis exhaustivo de diferentes con�guraciones para distintos puntos del dia-
grama de fases muestra que, en las transiciones de fajas, las paredes son deBloch. Este resultado
concuerda con los c�alculos anal��ticos a temperatura cero[51, 56], con los resultados del Cap. 5 y
con los trabajos experimentales en donde se observa que las fajas se alinean a lo largo del campo
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Figura 6.17: Rotaci�on de los espines de la pared entre dos fajas en un sistemaL = 120, � = 6;5
simulado con un protocolo escalera con termalizaci�on por punto te = 2 � 103 con � T = 0;1.

magn�etico [38]. En la Fig. 6.17 se han gra�cado los espines de una pared t��pica. �Esta en particular
se extrae de una simulaci�on con protocolo escalera conL = 120 con � = 6;5 termalizado durante
te = 2 � 103 con � T = 0;1. Este tipo de pared contribuye a la magnetizaci�on en el plano y es la
responsable de que las fajas queden alineadas a lo largo del campo externo cuando �este se aplica
en el plano.

A temperatura cero y cerca de la reorientaci�on, las paredesson anchas y presentan un per�l
sinusoidal (ver Cap. 5). Debido al gran n�umero de espines de la pared, �estas contribuyen en
gran medida a la magnetizaci�on neta en el plano. A bajas temperaturas y alta anisotrop��a la
pared se vuelve abrupta, siendo de anchow = 1 en el l��mite Ising. Al igual que lo realizado a
temperatura cero, analizamos los per�les de magnetizaci�on para algunas de las muestras utilizadas
en el c�alculo de la curvaHx = 0;5 de la Fig. 6.13. Cada per�l es el resultado del promedio sobre
aproximadamente 25 per�les tomados a lo largo de la direcci�on de la faja. Debido a la presencia
de 
uctuaciones t�ermicas como dislocaciones o curvatura depared los promedios se llevan a cabo
sobre porciones relativamente peque~nas del sistema. Como el campo de termalizaci�on se aplica en
la direcci�on x, las fajas se alinean en esa direcci�on, con lo cual el per�l de magnetizaci�on de fajas
se debe gra�car en la direcci�ony.

Los per�les promedio se pueden apreciar en la Fig. 6.18 junto con la desviaci�on est�andar
asignada a cada sitio. Para altas anisotrop��as las fajas son anchas con per�l cuadrado y paredes
abruptas tipo Ising y los espines est�an perpendiculares. A medida que� disminuye, el ancho de faja
disminuye y las paredes se tornan m�as anchas, igual a lo observado a temperatura cero (ver Cap.
5). El per�l se suaviza hasta alcanzar la forma sinusoide sobre la reorientaci�on. El caso � = 6;45
se encuentra sobre la reorientaci�on, las grandes barras de error se deben al ruido t�ermico. Este
comportamiento es similar al observado en los per�les de campomedio aplicado al modelo deIsing
dipolar [65] al variar la temperatura, a�un cuando en dicho l��mite no existe reorientaci�on. De todas
formas, se debe recordar que la naturaleza de las paredes que aqu�� se representan es distinta a las
paredesIsing con campo medio. En campo medio la pared se forma debido a la deslocalizaci�on del
esp��n mientras que en estas simulaciones la pared es deBloch. Es interesante comparar nuestros
resultados con los per�les de magnetizaci�on experimentales del citado trabajo medidos sobre una
l�amina de Fe/Cu de 1 � 2ML a temperaturasT = 10K y T = 330K (ver Fig. 6.19). Como se puede
apreciar el comportamiento es cualitativamente el mismo dentro de los errores experimentales.

Hemos descripto el comportamiento de los espines en las paredescorrespondientes a dominios
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Figura 6.18: Per�les de magnetizaci�onhSzi a temperaturaT = 0;5 para las anisotrop��as indicadas.
Cada per�l es el resultado del promedio sobre aproximadamente25 per�les tomados a lo largo de
la direcci�on de la faja. Las con�guraciones usadas son las mismas que se utilizaron en la curva
Hx = 0;5 de Fig. 6.13.
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Figura 6.19: Per�les de magnetizaci�on para una l�amina de Fe/Cu de 1� 2ML a temperaturas
T = 10K (c��rculos abiertos) y T = 330K (cuadrados cerrados) obtenidos de promediar sobre pe-
que~nas porciones de la l�amina (ver Ref. [65] para m�as detalles). Ambas curvas est�an reescaleadas
y los ejes poseen unidades arbitrarias.
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Figura 6.20: Con�guraci�on de espines de un sistema simulado conVPTC para una red de tama~no
L = 144 con par�ametros de simulaci�on� = 7, � = 7;5, T = 0;5, r = 10� 5. En escala de grises la
componente perpendicular y en el diagrama de 
echas la ampliaci�on de las componentes de esp��n
en el plano. Las 
echas rojas indican que la componenteSz es negativa y las verdes positiva.

de fajas. Los espines en las dislocaciones, en cambio, forman unapared de N�eel. Esto se puede
ver en la Fig. 6.20. Esto es razonable si consideramos las energ��as intervinientes. Por un lado,
el hecho de que una pared deN�eel sea m�as costosa que una pared deBloch est�a dada por las
contribuciones de largo alcance de energ��a dipolar [56]. Considerando que estamos en la fase canted,
los dominios tienen una componente de magnetizaci�on en el plano. Tanto la componente planar
de los dominios como la componente planar de las paredes entre fajas est�an en la misma direcci�on.
En las dislocaciones la situaci�on es distinta: si la pared fuerade Bloch, la componente planar de
los espines de la pared estar��a orientada perpendicularmente a la componente planar del dominio.
Esta situaci�on generar��a un aporte signi�cativo de energ��ade intercambio entre los espines de la
pared y los del dominio ya que habr��a una pared de 90 grados enla componente planar. Dado
que la interacci�on de intercambio es varios �ordenes de magnitud mayor que la interacci�on dipolar,
una pared deBloch no es favorable. Por lo tanto, los espines que forman la dislocaci�on poseen
componente planar en el mismo sentido que la componente planarde los espines del dominio.
Queda formada as��, una pared deN�eel.

Se sabe que esta clase de sistema presenta una fase de burbujas al aplicar un campo magn�etico
perpendicular [7, 54, 55] y que este estado es metaestable al quitar el campo por completo. En
algunos trabajos esta geometr��a se ve sin la necesidad de aplicar campos magn�eticos [42]. A lo
largo de este trabajo, utilizamos campos magn�eticos para equilibrar las muestras. Si bien no
hemos estudiado el comportamiento del sistema en la presencia decampos magn�eticos, es posible
observar defectos topol�ogicos circulares en las simulaciones. Este tipo de fen�omeno se observa en
sistemas que no est�an adecuadamente termalizados. Una caracter��stica interesante de este modelo
es que permite discernir el comportamiento de las paredes en los bordes de las burbujas. En la
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Figura 6.21: Con�guraci�on de espines correspondiente a un v�ortice. El sistema es de tama~no
L = 144 y los par�ametros de simulaci�on son:� = 7;2, T = 0;5, termalizado con campoHx = 0;5.
En escala de grises la componente perpendicular y en el diagrama de 
echas la ampliaci�on de las
componentes de esp��n en el plano. Las 
echas azules indican que la componenteSz es negativa y
las verdes positiva.

Fig. 6.21 se puede apreciar este comportamiento para una simulaci�on termalizada con campo con
par�ametros L = 144, � = 7;2, T = 0;5, Hx = 0;5. Se muestra la componenteSz en escala de grises
y, en el recuadro, la burbuja sobre la cual se gra�ca la componente en el plano de los espines. Es
interesante ver que las paredes de la burbuja forman un v�ortice en la componente planar.�Este es
un dominio de clausura, similar a los dominios de clausura que se forman en los materiales para
reducir la energ��a dipolar.





Cap��tulo 7

Conclusiones

En este trabajo presentamos un estudio detallado de las propiedades cr��ticas de un modelo
Heisenbergcl�asico con anisotrop��a uniaxial e interacci�on dipolar magn�etica. Estudios experimen-
tales indican que este modelo es apto para el estudio de las propiedades magn�eticas en l�aminas
ferromagn�eticas ultradelgadas. Analizamos las propiedades de equilibrio del sistema a trav�es del
diagrama de fases en funci�on de los par�ametros (�; �; T ); observamos el comportamiento del an-
cho de fajas en funci�on deT y � ; detectamos la presencia de m��nimos metaestables; vimos los
mecanismos microsc�opicos por medio de los cuales el sistema alcanza el equilibrio y proponemos
un argumento fenomenol�ogico para el modelado de cu~nas y para el an�alisis de la dependencia del
ancho de fajas con el espesor.

En primer lugar, encontramos el diagrama de fases acabado a temperatura cero para todo
rango de valores (�; � ). A bajas anisotrop��as el sistema presenta orden ferromagn�etico en el plano
de la l�amina. Al aumentar la anisotrop��a el sistema experimenta una transici�on de reorientaci�on
en la cual la componente perpendicular de los espines forma dominios de fajas. Por encima de
la reorientaci�on y a anisotrop��as intermedias, el modelo exhibe magnetizaci�on planar y ancho de
paredw 6= 1. Esta regi�on puede subdividirse en dos partes. La primera recibe el nombre de canted
y se caracteriza porque los espines de los dominios no est�an completamente perpendiculares a la
l�amina. Esta fase posee paredes sinusoidales cerca de la reorientaci�on (predicho por Yafet et al.
[51]) y paredes hiperb�olicas lejos de ella. Para valores de� grandes esta fase subsiste en una regi�on
cercana a la reorientaci�on y es posible que pueda ser detectada experimentalmente, al contrario de
lo predicho por Politi [56]. Esta contradicci�on se debe a que este autor no considera paredes de per�l
hiperb�olico en su an�alisis. La segunda regi�on, al igual que laprimera, presenta magnetizaci�on neta
en el plano, pero los dominios poseen magnetizaci�on de saturaci�on perpendicular. Esta fase recibe
el nombre de saturada y se caracteriza por poseer paredes hiperb�olicas. Las paredes hiperb�olicas
resultan consistentes con la teor��a micromagn�etica [61] para el l��mite de alta anisotrop��a. En
este trabajo demostramos que su existencia no se limita a este caso. Es importante destacar que
la existencia de un crossover entre un per�l sinusoidal y una fase saturada al incrementar la
anisotrop��a es observado en l�aminas de Fe/Cu(100) al disminuir la temperatura [65], a�un cuando
el sistema mencionado no presenta transici�on de reorientaci�on. A altas anisotrop��as se observan
fajas con paredes abruptas (w = 1) sin componente de la magnetizaci�on en el plano. Estas fajas
reciben el nombre de fajasIsing.

El crecimiento del ancho de fajas con la anisotrop��a en el diagrama a temperatura cero, est�a ��nti-
mamente relacionado con el decrecimiento del ancho de la pared a trav�es de la relaci�onh � e�= 2lw .
A su vez, el ancho de pared est�a determinado por la competenciaentre la interacci�on de inter-
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cambio y la anisotrop��a a trav�es de la Ec. (5.26). Una vez que la anisotrop��a es su�cientemente
grande como para que el ancho de la pared alcance la distancia interat�omica, h deja de crecer.
De aqu�� surge el interrogante de si podr��a un mecanismo similarestar detr�as del comportamiento
del ancho de fajas con la temperatura. La dependencia exponencial del ancho de fajas con la
anisotrop��a no se re
eja en el comportamiento de la energ��a con la anisotrop��a. Esto indica que los
estados con anchos de fajas pr�oximos poseen energ��as muy similares. Esto sugiere una proliferaci�on
de estados metaestables que di�cultan el estudio del sistema con temperatura �nita.

Por otro lado, presentamos un estudio detallado del diagrama de fases a temperatura �nita
en el l��mite de altas anisotrop��as en el rango 0� � � 4;2. En este caso el modelo corresponde a
un Hamiltoniano de Ising dipolar. Observamos la presencia de fajas de anchosh = 1; : : : ; 7, en
perfecto acuerdo con los resultados a temperatura cero, y comparamos los resultados obtenidos
mediante dos t�ecnicas diferentes: campo medio y Monte Carlo. Si bien la apariencia general de
ambos diagramas es la misma, varias diferencias deben ser remarcadas.

La primera diferencia en ser notada es la ausencia, en la aproximaci�on de campo medio, de las
fases nem�atica y tetragonal. Esto se debe al hecho que ambas fases son espacialmente desordenadas,
lo que implica que



S~k

�
= m̂~k = 0 8~k. Tanto la simetr��a de rotaci�on �= 2 de la fase nem�atica,

como la �= 4 de la fase tetragonal, s�olo pueden ser caracterizadas a trav�es de las correlaciones
espaciales o, equivalentemente, del factor de estructura. Como las 
uctuaciones son despreciadas
en campo medio,S(~k) = m̂~km̂� ~k = 0 la �unica fase desordenada permitida es la paramagn�etica (ver
Refs. [73, 81][Ec. (19)]). En lugar de la nem�atica, campo medio presenta fases h��bridas, que son
estados con orden espacial m�as desordenados que las fajas puras. Se realizan pruebas exhaustivas
intentando estabilizar este tipo de soluciones en el Monte Carlo sin ning�un �exito. Esto sugiere que,
en el lenguaje de grupo de renormalizaci�on, las 
uctuaciones son un campo relevante que torna
inestables los puntos �jos correspondientes a fajas h��bridas hacia los atractores nem�aticos. En alg�un
sentido se puede pensar que los estados h��bridos son los m�as cercanos a los nem�aticos cuando las

uctuaciones son eliminadas. Esto es consistente con el hecho de que las 
uctuaciones, cuando
son inclu��das, pueden cambiar la naturaleza continua de las transiciones predichas por campo
medio entre una fase desordenada de alta temperatura y una ordenada de baja temperatura.
La aproximaci�on de Hartree aplicada a una versi�on continua delHamiltoniano (2.6) predice una
transici�on de primer orden inducida por 
uctuaciones para cualquier valor �nito de � [68] pero
que se debilita a medida que crece� . Rastelli et al. demostraron que la transici�on es continua y
pertenece a la clase de universalidad del Ising a primeros vecinos a� = 0 [70]. A � = 1 el sistema
presenta una l��nea de transici�on de primer orden d�ebil [81]. Estos resultados son consistentes con
la presencia de una transici�on de segundo orden para peque~nosvalores de� que se une a pendiente
constante con una l��nea de primer orden en un punto tricr��tico entre � = 0;85 y � = 1. Tambi�en
hay claras evidencias que la transici�on es de primer orden en� = 2 (Refs. [68, 81]) y� = 1;7; 2;5
(Ref. [70]). El comportamiento del cumulante de cuarto orden en este trabajo para� = 2;1 y
� = 2;25 es consistente con una transici�on de primer orden.

Presentamos evidencias num�ericas de la existencia de la fase nem�atica a temperaturas inter-
medias entre la fase desordenada y las fases de fajas. Dentro de las limitaciones ya mencionadas,
esta fase aparece en las regiones de transici�on entre fajas de anchos diferentes. Esto no descarta
la posibilidad de encontrarla en regiones m�as delgadas si explor�aramos tama~nos de sistema m�as
grandes.

Existen dos escenarios posibles para valores grandes de� : el primero consiste en una transici�on
de primer orden directa, desde las fajas a baja temperatura a la fase tetragonal de alta temperatura;
el segundo consiste en dos transiciones mediadas por una fase nem�atica. Ambos mecanismos est�an
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contemplados en los trabajos te�oricos de Kashubaet al. [58] y Abanov et al. [52], basados en
una aproximaci�on continua. Si bien Abanovet al. [52] predicen una transici�on de segundo orden
nem�atica-tetragonal, el modelo es de campo medio, aplic�andose las salvedades ya hechas (ver
discusiones [68, 81]). Con respecto a la transici�on aTnem (� ) la situaci�on es menos clara. Cannas
et al. [81] mostraron que, para� = 2, el escaleo �nito es consistente con una transici�on de primer
orden, pero la energ��a var��a continuamente enTnem (� ) en el l��mite termodin�amico. Esto produce
una saturaci�on en el pico del calor espec���co, lo que se asemejaa una transici�on de Kosterlitz-
Thouless (KT). Esto podr��a ser indicio de una nueva fase: la esm�ectica, situada entre la nem�atica y
las fajas cuya aparici�on ser��a con�rmada simulando sistemas m�as grandes y estar��a en consonancia
con los trabajos de Kashubaet al. [58] y Abanovet al. [52] ya citados. De ser este el caso, nuestro
c�alculo de Tnem (� ) estar��a sobreestimado ya que el pico del calor espec���co se sit�ua por encima de
las transiciones KT [78] por lo que la fase nem�atica ser��a m�asextensa. Sin embargo esto no sale
de la mera especulaci�on y simulaciones en sistemas m�as grandesdeben ser llevadas a cabo.

Con respecto al comportamiento a bajas temperaturas, ambos m�etodos predicen la existencia
de un n�umero creciente de estados metaestables en funci�on dela interacci�on de intercambio � .

Finalmente, la principal diferencia encontrada es, dentro del rango � � 4;2, la independencia
con la temperatura de las l��neas de transici�on entre fajas en el MC en contraste con los resultados
obtenidos por campo medio. Vindigniet al. encuentran que la variaci�on del ancho de fajas se
produce �unicamente en el rango de temperaturas en el que lasparedes son anchas [65]. Esto sugiere
la existencia de alg�un umbral en el valor de� para el cual el sistema MC pasa a un r�egimen de
campo medio en el sentido de un \coarse-grained".

En el r�egimen de anisotrop��as intermedias, obtenemos el diagrama de fases en el espacio (T; � )
para los casos� = 3; 6. Calculamos las l��neas de transici�on entre los estadosde fajas, ferromagn�etico
planar y paramagn�etico y observamos la reentranza de una fasedesordenada espacialmente -la fase
tetragonal. Aplicando una hip�otesis fenomenol�ogica, por la cual la anisotrop��a uniaxial se comporta
como la inversa del espesor� � 1=d, observamos que los diagramas de fases obtenidos concuerdan
cualitativamente con los diagramas experimentales correspondientes a Fe/Ni/Cu(001) (Ref. [45,
Fig. 5]), Fe/Cu3Au(100) (Ref. [37, Fig. 4]) y Fe/Ni(111)(2 ML)/W(110) (Ref. [39, Fig. 3]).

Las transiciones entre las fases de fajas, ferromagn�etica planar y paramagn�etica obedecen
leyes de escala.�Estas colapsan al ser gra�cadas en un diagrama (T=�; � ef =� ), donde � ef es la
anisotrop��a efectiva del sistema. Esto nos permite extender los presentes resultados a valores
arbitrarios de � . Aplicando la relaci�on � � 1=d y las leyes de escala a los diagramas de fases
experimentales mencionados, obtenemos un valor aproximadode la constante de intercambio para
cada experimento. Estos valores se encuentran dentro de cotasestablecidas por otros medios.

En el caso� = 6 detectamos la presencia de una extensa regi�on de fajas canted y saturadas
mediando entre las fases de fajas con per�lIsing y la fase ferromagn�etica planar. Esta fase se
caracteriza por poseer paredes anchasw 6= 1 y componente de la magnetizaci�on en el plano no
nula. Dentro de las limitaciones de nuestras simulaciones, la variaci�on del ancho de fajas se da
�unicamente en esta regi�on y puede ocurrir tanto al variar latemperatura como la anisotrop��a. Esto
es consistente con los resultados del diagrama a temperatura cero: existe una fuerte relaci�on entre
el crecimiento de las fajas y el ancho de la pared. Si bien los anchos de fajas simulados son relati-
vamente peque~nos, el comportamiento del ancho de fajas con la temperatura es cualitativamente
similar a los resultados obtenidos para l�aminas de Fe/Cu [50]. Tanto nuestros resultados como
los citados presentan tiempos de equilibraci�on mayores a los tiempos de simulaci�on o medici�on
respectivamente. Para� = 6 no se observa variaci�on del ancho de fajas para altas anisotrop��as.
No obstante, cabe notar que este fen�omeno tambi�en se observa a temperatura cero, con lo cual
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cabr��a esperar un comportamiento diferente para valores mayores de� .
El mecanismo por el cual el sistema modi�ca el ancho de las fajas es la din�amica de disloca-

ciones. Esto est�a de acuerdo con trabajos previos sobre los m�asdiversos sistemas [15]. El ancho
de fajas no aumenta de espesor en forma continua porque esto implicar��a una migraci�on de todas
las fajas a lo largo de la muestra. Tal comportamiento tal vez pudiera pensarse para un sistema
continuo, pero no para uno que presenta anclaje debido a la existencia de una red subyacente. Lo
que se observa en las simulaciones es que el sistema nuclea una dislocaci�on y esta se mueve a lo
largo de la red, permitiendo la modi�caci�on del ancho de losdominios.

Por otra parte, encontramos una clara equivalencia entre los diferentes estados accesibles del
sistema en caso de aumentar la temperatura o disminuir la anisotrop��a, en concordancia con lo
propuesto por Portmann [21]. Esto se puede ver tanto en el comportamiento del ancho de pared
como de los per�les. Seg�un esta hip�otesis, la magnitud relevante es la temperatura efectiva de�nida
por la relaci�on � = ( T � Tc(d))=Tc(d) que puede ser modi�cada variando la temperatura real o el
espesor de la l�amina.

Al igual que lo visto en el l��mite de alta anisotrop��a, observamos la presencia de gran cantidad
de estados metaestables en donde el sistema queda atrapado. Esto secondice con las propiedades
observadas a temperatura cero, donde las energ��as de estadosde fajas con anchos pr�oximos son
muy similares. Al igual que las predicciones de campo medio en ell��mite de altas anisotrop��as,
observamos estabilidad en estados de fajas h��bridas en contraposici�on a los resultados de Monte
Carlo aplicados al modelo deIsing dipolar. Esto podr��a ser un efecto de la presencia de una pared
ancha en las fajas.

Implementando la hip�otesis fenomenol�ogica para la anisotrop��a y el espesor, simulamos l�aminas
de espesor variable. Un primer caso corresponde al de la variaci�on constante del espesor en funci�on
de una de las coordenadas. Los resultados observados tienen unagran semejanza con las im�agenes
extra��das de los experimentos. A medida que el espesor aumentaencontramos un estado de fajas
anchas que disminuye de espesor mediante la inserci�on de pares de dislocaci�on. Esto contin�ua hasta
llegar a la reorientaci�on, que se produce entre una faja de ancho �nito y la fase ferromagn�etica
planar. El segundo caso est�a constituido por tres escalones en donde el espesor var��a de manera
abrupta. Lo que se puede observar es la nucleaci�on de pares de dislocaci�on sobre las interfaces de
distinto espesor. Lo que sugiere que el anclaje de las dislocaciones y en consecuencia el de las fajas,
se produce sobre los defectos del material. Esto encuentra un fuerte acuerdo con los resultados
experimentales.



Ap�endice A

C�alculo de Ĵ (~k), Ec. (3.14)

En este Ap�endice calculamos el espectro dêJ (~k) para los casos particulares de con�guraciones
de fajas Ĵ (kx ; 0) y antiferromagn�etica Ĵ (�; � ). De la Ec. (3.14) tenemos para el caso de fajas
verticales que:

Ĵ (kx ; 0) = 2 � (coskx + 1) � S(kx ; 0) (A.1)

con
S(kx ; 0) �

X

i

1
r 3

ij
cos (kxx i ) (A.2)

dondex i es la componentex de ~ri . Este t�ermino puede ser escrito como:

S(kx ; 0) = 2
1X

x=1

cos (kxx) R(x) + 2 � (3) (A.3)

con

R(x) �
1X

y= �1

1

(x2 + y2)
3
2

(A.4)

� (3) �
1X

y=1

1
y3

� 1;202 (A.5)

donde x; y son las coordenadas cartesianas de cada sitio y� (x) es la funci�on zeta de Riemann.
R(x) puede ser aproximada por:

R(x) �
Z 1

�1

dy

(x2 + y2)
3
2

=
2
x2

(A.6)

con un error menor al %1 para el peor de los casos (x = 1) [48]. Insertando esto en la Ec. (A.3)
se obtiene:

S(kx ; 0) � 4
1X

x=1

cos (kxx)
x2

+ 2 � (3)

= k2
x � 2� jkx j +

2� 2

3
+ 2 � (3) para � 2� � kx � 2�

(A.7)
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que, reemplazada en la Ec.(A.1) nos da la expresi�on (3.20). Lasumatoria del primer t�ermino puede
ser encontrada en tabla [89].

Para el caso AF:

Ĵ (�; � ) = � 4� �
X

x;y 6=(0 ;0)

(� 1)x+ y

r 3

= � 4� � 2
1X

y=1

(� 1)y

y3
� 2

1X

x=1

(� 1)x
1X

y= �1

(� 1)y

(
p

x2 + y2)3

= � 4� � 4
1X

y=1

(� 1)y

y3
� 4

1X

x=1

(� 1)x
1X

y=1

(� 1)y

(
p

x2 + y2)3

= � 4� + 3 � (3) � 4
1X

x=1

(� 1)x
1X

y=1

(� 1)y

(x2 + y2)
3
2

; (A.8)

donde la sumatoria se obtiene de tabla [89] y el �ultimo t�ermino se calcula num�ericamente.



Ap�endice B

Sumas de Ewald

Como mencionamos, el problema de aplicar condiciones de contorno peri�odicas en un sistema
con interacciones de largo alcance es complejo. Una forma de solucionar este problema es suponer
que tenemos una red de espines in�nitamente grande, donde el sistema original deN espines
ha sido replicado in�nitas veces en ambas direcciones. En otras palabras, podemos pensar que el
sistema in�nito ha sido particionado en celdas de tama~noN = L � L y que elegimos como soluci�on
del problema in�nito las soluciones con periodicidadL en ambas direcciones. De acuerdo a esta
visi�on, cada esp��n va a interactuar con los espines de la red y sus in�nitas r�eplicas, incluyendo sus
propias in�nitas r�eplicas (esto incluye un t�ermino de auto-energ��a generado por la interacci�on de
un esp��n con sus respectivas r�eplicas). La forma usual de tratareste problema es mediante una
adaptaci�on de la t�ecnica de sumas de Ewald que describimos a continuaci�on.

B.1. Planteo general

La energ��a de interacci�on dipolar para un sistema de espines magn�eticos con in�nitas r�eplicas
est�a dada por:

E =
X

~n

X

(i;j )

~Si :~Sj

(~rij + ~n)3
� 3

[~Si :(~rij + ~n)][~Sj :(~rij + ~n)]
(~rij + ~n)5

(B.1)

donde~rij es la distancia entre espines yr ij = j~rij j. Es f�acilmente comprobable que

E ij �
~Si :~Sj

~r3
ij

� 3
(~Si :~rij )( ~Sj :~rij )

~r5
ij

= � S�
i S�

j l��m
~x! ~r ij

@
@x�

@
@x�

1
j~xj

donde usamos la convenci�on de Einstein para la contracci�on de ��ndices. La energ��a del sistema
dipolar en una red hiperc�ubica deN = Ld sitios con condiciones de contorno peri�odicas viene
entonces dada por

E = �
X

~n

X

(i;j )

S�
i S�

j
@

@x�

@
@x�

1
j~x + ~nj

�
�
�
�
~x= ~r ij

(B.2)

donde
P

(i;j ) corre sobre todos los paresdiferentes de sitios en la red (i; j ) y ~n es un vector de
componentes enteras que numera las in�nitas \replicas" del sistema (~n = 0 corresponde al sistema
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original). Debe notarse que estas sumas no son independientes, puesto que deben omitirse los
t�erminos i = j cuando~n = 0.

El problema num�erico con esta expresi�on es que la suma en~n es d�ebilmente convergente, debido
al decaimiento lento de las interacciones dipolares, de manera que truncarla a un orden arbitrario
introduce errores considerables. La idea b�asica de las sumas deEwald consiste en descomponer esta
suma en un conjunto de series r�apidamente convergentes que puedan ser truncadas con seguridad.

B.2. Partici�on

Vamos a expresar ahora

1
j~x + ~nj

=
erfc(� j~x + ~nj)

j~x + ~nj
+

erf(� j~x + ~nj)
j~x + ~nj

donde� es un par�ametro de convergencia a ajustar y

erf(x) =
2

p
�

Z x

0
e� u2

du erfc(x) = 1 � erf(x)

Podemos entonces expresarE = E1 + E2, donde

E1 = �
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X
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j
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(B.3)
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�
�
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�
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(B.4)

Analizando la forma de las funciones de error y error complementario, es claro queE1 representa la
contribuci�on de corto alcance de la interacci�on (erfc decae exponencialmente para valores grandes
del argumento) mientras queE2 representa la parte de largo alcance. Vamos a analizar estos
t�erminos por separado.

B.3. Contribuci�on de corto alcance

Tenemos que
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(B.5)

Podemos por lo tanto expresar
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E1 =
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Notemos que al multiplicar la expresi�on anterior porS�
i S�

j y contraer los ��ndices, el segundo

t�ermino de � (1)
�� (~rij ) resulta proporcional a (~Si :(~rij + ~n))( ~Sj :(~rij + ~n)). De esta manera, para el

caso de un modelo bidimensional con espines orientados normales al plano de la red el t�ermino
correspondiente resulta id�enticamente nulo. Notemos tambi�en que todos los t�erminos de esta serie
decaen muy r�apido con~n. Esto permite truncar la serie en unos pocos t�erminos. De hechobasta
con incluir los t�erminos conn� = 0; 1, que incluye la interacci�on de los espines dentro de~n = 0 y
con sus im�agenes en los cuadrados primeros y segundos vecinosal �area ~n = 0. Es importante incluir
estos �ultimos para el caso de sitios localizados en bordes diametralmente opuestos (r ij � L , ya
que para estos los espines mas cercanos son de hecho las primerasim�agenes. Debido a esto no hay
problema en permutar las sumas sobre (i; j ) y sobre~n, ya que el t�ermino que estamos excluyendo
de interacci�on de un esp��n con sus propias im�agenes corresponde a la m�axima distancia y esta
interacci�on es despreciable.

B.4. Contribuci�on de largo alcance

La contribuci�on de largo alcanceE2 no converge r�apidamente. Para realizar la suma en~n
conviene entonces pasar al espacio rec��proco, donde la convergencia es mucho mas r�apida. Para
poder realizar esto debemos permutar las dos sumatorias, para lo cual vamos a sumar y restar
el t�ermino con i = j y ~n = 0. Este t�ermino, como veremos es �nito. Para ver esto tenemosque
calcular:
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Asumiendo que este l��mite existe y es independiente del camino por el cual~r ! 0, podemos tomar
primero r � ! 0 con� 6= � , y luegor � = r ! 0. As��
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Sea

f (x) =
X

~n

erf(� j~x + ~nj)
j~x + ~nj

Vamos a calcular la transformada de Fourier def (x). Para ello, vamos a restringirnos al caso
bidimensional d = 2, con condiciones de contorno peri�odicas. Vamos adem�as aelegir el eje z de
orientaci�on de los espines normal al plano cristalino. En estecaso, todos los~n se encuentran sobre
el plano. Dado que solo tenemos periodicidad en el plano, tendremos que

f (x) =
1

p
2�L

X

k1 ;k2

Z 1

�1

�f (~k) ei~k:~x dk3 (B.9)

dondeki = 2�l i =L para i = 1; 2, conl i = 0; � 1; � 2; : : : ; � (L � 1)=2; L=21. Sea 
 la celda elemental
de �area L � L (~n = 0). Tenemos que

Z
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de donde podemos invertir la Ec.(B.9) y obtener
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1En el caso de redes rectangulares de tama~noL x � L y , el factor de normalizaci�on en (B.9) es 1=
p

2�L x L y y las
sumas se realizan sobrek1;2 = 2 �l 1;2=Lx;y .
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Notemos que la integral sobre 
 de
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es igual a la integral de
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sobre una celda centrada en� ~n. De esta manera
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donde la integral ahora es sobre todo R3. Integrando en coordenadas esf�ericas
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que sustituido en la Ec.(B.9) da
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Este resultado se sustituye en (B.8) y se deriva. Notemos que�f (~k) es singular en~k = 0, como
resultado del decaimiento lento de erf(� j~xj)=j~xj. No obstante, esta singularidad es \integrable" (en
el sentido de que la transformada inversa esta bien de�nida). Cada derivada@=@x� en (B.8) baja
un factor ik � (excepto parak1 = k2 = 0, en cuyo caso las derivadas con respecto a los respectivos
x � se anulan id�enticamente). Tenemos entonces:
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donde hemos supuesto una red compuesta por varias capas con condiciones libres en las caras
perpendiculares al ejez y peri�odicas en los otros ejes. Realizamos las siguientes de�niciones:
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k 2

1 + k 2
2

4� 2

Z 1

�1

e�
k 2

3
4� 2

k2
1 + k2

2 + k2
3

eik 3 r ij 3 k� k� dk3

Los t�erminos I � 3 y I 3� para � 6= 3 se anulan en la sumatoria sobrek1; k2. Los t�erminos I �� con
�; � 6= 3 y I 33 no se anulan y son calculados anal��ticamente. Para simpli�carel desarrollo de la
primera de estas integrales hacemos los siguientes reemplazos: A = 1=2� , B 2 = k2

1 + k2
2, C = r ij 3:

F1 = e� A 2B 2
Z 1

�1

e� A 2 � 2+ {C�

B 2 + � 2
d� (B.18)

= e� A 2B 2
Z 1

�1
e� A 2 � 2+ {C�

�
1

p
2�

Z 1

�1

r
�
2

e� B j� j

B
e� {�� d�

�
d� (B.19)

=
e� A 2B 2

2B

Z 1

�1
e� B j� j

Z 1

�1
e� A 2 � 2+ {(C� � ) � d� d� (B.20)

=
e� A 2B 2

2B

Z 1

�1
e� B j� j

p
�

jAj
e� ( C � � ) 2

4A 2 d� (B.21)

=
p

� e � C 2

4A 2 � A 2B 2

2B jAj

Z 1

�1
e� � 2

4A 2 � B j� j+ 2C�
4A 2 d� (B.22)

=
p

� e � C 2

4A 2 � A 2B 2

2B jAj

� Z 1

0
e� � 2

4A 2 + ( C
2A 2 � B ) � d� +

Z 1

0
e� � 2

4A 2 � ( C
2A 2 + B ) � d�

�
(B.23)

=
� e � C 2

4A 2 � A 2B 2

2B

�
eA 2(B � C

2A 2 )2

erfc
�
A

�
B �

C
2A2

��
+

+ eA 2(B + C
2A 2 )2

erfc
�
A

�
B +

C
2A2

���
(B.24)

=
�

2B

�
e� BC erfc

�
A

�
B �

C
2A2

��
+ eBC erfc

�
A

�
B +

C
2A2

���
(B.25)

donde hemos reemplazado 1
B 2+ � 2 por su transformada deFourier en (B.19) y hemos extra��do

de tablas las integrales de las ecuaciones (B.20) y (B.23)[89]. Reemplazando por las cantidades
correspondientes, obtenemos:

F1(k1; k2; r ij 3) =
�

2
p

k2
1 + k2

2

"

e�
p

k2
1 + k2

2 r ij 3 erfc

 p
k2

1 + k2
2 � 2� 2r ij 3

2�

!

+

+ e
p

k2
1 + k2

2 r ij 3 erfc

 p
k2

1 + k2
2 + 2� 2r ij 3

2�

!#

(B.26)
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La integral a resolver en el caso deI 33 se calcula mediante la expresi�on� @2F1 (k1 ;k2 ;x3 )
@x32

�
�
�
~x= ~r ij

:

F2(k1; k2; r ij 3) =
�

2
p

k2
1 + k2

2

�

�

8
<

:
2� (

p
k2

1 + k2
2 + 2� 2r ij 3)

p
�

exp

2

4�

 p
k2

1 + k2
2 � 2� 2r ij 3

2�

! 2

�
q

k2
1 + k2

2 r ij 3

3

5 +

+
2� (

p
k2

1 + k2
2 � 2� 2r ij 3)

p
�

exp

2

4�

 p
k2

1 + k2
2 + 2� 2r ij 3

2�

! 2

+
q

k2
1 + k2

2 r ij 3

3

5 +

� (k2
1 + k2

2) e�
p

k2
1 + k2

2 r ij 3 erfc

 p
k2

1 + k2
2 � 2� 2r ij 3

2�

!

+

� (k2
1 + k2

2) e
p

k2
1 + k2

2 r ij 3 erfc

 p
k2

1 + k2
2 + 2� 2r ij 3

2�

!)

(B.27)

Quedando las funcionesI �;� :

I 33(k1; k2; r ij 3) = F2(k1; k2; r ij 3)

I 11(k1; k2; r ij 3) = k2
1 F1(k1; k2; r ij 3) para (k1; k2) 6= (0 ; 0)

I 22(k1; k2; r ij 3) = k2
2 F1(k1; k2; r ij 3) para (k1; k2) 6= (0 ; 0)

I 12(k1; k2; r ij 3) = I 21(k1; k2; r ij 3) = k1 k2 F1(k1; k2; r ij 3) para (k1; k2) 6= (0 ; 0)

I 11(0; 0; r ij 3) = I 22(0; 0; r ij 3) = I 12(0; 0; r ij 3) = I 21(0; 0; r ij 3) = 0

Tanto F1 comoF2 decaen exponencialmente conk por lo que la serie (B.17) converge r�apidamente
y puede ser truncada en un orden �nito relativamente peque~no.

B.5. Detalles de implementaci�on

Truncado

Las sumas enk1; k2 pueden truncarse a un orden �nitoki = 2�l i =L con l i = 0; � 1; : : : ; � lmax

para i = 1; 2. La experiencia en simulaciones en diversos tipos de interacciones y diferentes dimen-
sionalidades indica que un valor razonable eslmax = 10, conjuntamente con un valor de� = 5=L.

Actualizaci�on de Monte Carlo

La energ��a del sistema dipolar bidimensional puede entonces escribirse como

E =
X

(i;j )

S�
i S�

j � �� (~rij )

=
X

(i;j )

"

S3
i S3

j � 33(~rij ) +
2X

�;� =1

S�
i S�

j � �� (~rij )

#

(B.28)
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donde

� �� (~rij ) = � (1)
�� (~rij ) + � (2)

�� (~rij )

donde las matrices ��� (~rij ) se calculan una sola vez al principio de la simulaci�on. Para elalgoritmo
de Metr�opolis la diferencia de energ��a dipolar debida a unmovimiento

~Si ! ~Si + � ~Si

viene dada por

� E = � S3
i

X

j 6= i

� 33(~rij )S3
j +

2X

� =1

� S�
i

X

j 6= i

2X

� =1

S�
j � �� (~rij )

Notemos que podemos expresar el cambio en la energ��a como

� E = � ~Si :~hi

donde loscampos locales~hi vienen dados por

~hi =
X

j 6= i

�( ~rij ) ~Sj

donde �( ~rij ) es una matriz 3� 3 cuyos elementos son ��� (0) = 0 y � �� (~rij ) = � (1)
�� (~rij ) + � (2)

�� (~rij )
para ~rij 6= ~0. Resulta conveniente calcular todos los campos locales al principio de la simulaci�on y
luego actualizarlos solo cuando se acepta un \esp��n 
ip\

~Si ! ~Si + � ~Si

En este caso tenemos que

~hj ! ~hj + � ~hj

con

� ~hj = �( ~rji )� ~Si

Resumen de f�ormulas

Podemos expresar de manera mas compacta las interacciones efectivas � �� (~rij ) introduciendo
las siguientes de�niciones:

G1(~rij ) =
X

~n

1
j~rij + ~nj2

�
2�
p

�
e� � 2 j~r ij + ~nj2 +

erfc(� j~rij + ~nj)
j~rij + ~nj

�

G2(~rij ; ~n) =
1

j~rij + ~nj2

�
3

erfc(� j~rij + ~nj)
j~rij + ~nj3

+
2�
p

�

�
2� 2 +

3
j~rij + ~nj2

�
e� � 2 j~r ij + ~nj2

�
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y las funcionesF1 y F2:

F1(k1; k2; r ij 3) =
�

2
p

k2
1 + k2

2

"

e�
p

k2
1 + k2

2 r ij 3 erfc

 p
k2

1 + k2
2 � 2� 2r ij 3

2�

!

+

+ e
p

k2
1 + k2

2 r ij 3 erfc

 p
k2

1 + k2
2 + 2� 2r ij 3

2�

!#

(B.29)

F2(k1; k2; r ij 3) =
�

2
p

k2
1 + k2

2

�

�

8
<

:
2� (

p
k2

1 + k2
2 + 2� 2r ij 3)

p
�

exp

2

4�

 p
k2

1 + k2
2 � 2� 2r ij 3

2�

! 2

�
q

k2
1 + k2

2 r ij 3

3

5 +

+
2� (

p
k2

1 + k2
2 � 2� 2r ij 3)

p
�

exp

2

4�

 p
k2

1 + k2
2 + 2� 2r ij 3

2�

! 2

+
q

k2
1 + k2

2 r ij 3

3

5 +

+ ( k2
1 + k2

2) e�
p

k2
1 + k2

2 r ij 3 erfc

 p
k2

1 + k2
2 � 2� 2r ij 3

2�

!

+

+ ( k2
1 + k2

2) e
p

k2
1 + k2

2 r ij 3 erfc

 p
k2

1 + k2
2 + 2� 2r ij 3

2�

!)

(B.30)

Tenemos:

� 33(~rij ) = G1(~rij ) +
2

L2

X

k1 ;k2

cos (~k:~rij )F2(k1; k2; r ij 3) (B.31)

� 11(~rij ) = G1(~rij ) �
X

~n

(r ij 1 + n1)2 G2(~rij ; ~n) +
2

L2

0X

k1 ;k2

cos (~k:~rij ) k2
1 F1(k1; k2; r ij 3)

(B.32)

� 22(~rij ) = G1(~rij ) �
X

~n

(r ij 2 + n2)2 G2(~rij ; ~n) +
2

L2

0X

k1 ;k2

cos (~k:~rij ) k2
2 F1(k1; k2; r ij 3)

(B.33)

� 12(~rij ) = � 21(~rij ) = �
X

~n

(r ij 1 + n1)(r ij 2 + n2) G2(~rij ; ~n) +
2

L2

0X

k1 ;k2

cos (~k:~rij ) k1 k2 F2(k1; k2)

(B.34)
para ~rij 6= ~0 y donde se asume el truncamiento en todas las sumas y

P 0 excluye el t�ermino
k1 = k2 = 0. Adem�as � 13, � 31, � 23 y � 32 se anulan en la sumatoria sobrek1; k2.

Casos especiales

Analizaremos brevemente dos casos especiales donde pueden realizarse algunas simpli�caciones
en las ecuaciones, el primero corresponde a un sistema Heisenberg monocapa y el segundo a un
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Ising monocapa. Este �ultimo trabajo fue realizado por Rogelio D��az-M�endez2 y fue el puntapi�e del
trabajo sobre el Heisenberg monocapa y su posterior generalizaci�on a varias capas.

En el caso de una monocapa,G1 y G2 permanecen inalteradas, mientras queF1 y F2 quedan:

F1(k1; k2) = 2 �
p

�

"

e�
k 2

1 + k 2
2

4� 2 �
p

�

p
k2

1 + k2
2

2�
erfc

 p
k2

1 + k2
2

2�

!#

F2(k1; k2) =
�

p
k2

1 + k2
2

erfc

 p
k2

1 + k2
2

2�

!

donde se ha eliminado la componenter ij 3.
Para el caso de espinesIsing, estos s�olo tienen componenteS3

i , por lo que s�olo es necesario
calcular � 33, obtenida de las ecuaciones paraG1 y F2 anteriores.

2e-mail: rogelio@�.oc.uh.cu



Ap�endice C

Teor��a de Yafet y Gyorgy, Ec. (5.2)

Procedemos en esta secci�on a calcular los diferentes t�erminos de la energ��a para un estado
de fajas rectas verticales con paredes deBloch siguiendo el procedimiento utilizado por Yafet y
Gyorgy [51].

Energ��a dipolar

En primer lugar consideremos la energ��a dipolar:

Edip =
X

(i;j )

"
~Si � ~Sj

r 3
ij

� 3
(~Si � ~rij ) ( ~Sj � ~rij )

r 5
ij

#

(C.1)

donde los pares de espines en la suma son contados solamente una vez. Para el caso particular de
las soluciones que estamos considerando, la ecuaci�on de arriba puede ser escrita de la forma:

Edip = E d
s + E d

int (C.2)

E d
s =

X

x

E d
s (x) (C.3)

E d
int =

1
2

X

x6= x0

E d
int (x; x0) (C.4)

donde E d
s (x) es la autoenerg��a de la l��neax, i.e., la energ��a de interacci�on entre los espines de

la l��nea x y E d
int (x; x0) es la energ��a de interacci�on entre las l��neasx y x0. Ambos t�erminos son

considerados por separado.

C�alculo de la autoenerg��a E d
s (x)

Para un dadox, la Ec. (5.1) implica que~Si � ~Sj = 1. Al reemplazar en la Ec. (C.1) tenemos

E d
s (x) =

1
2

X

y6= y0

�
1 � 3 [M y(x)]2� 1

jy � y0j3
(C.5)

� � 2L g + 3 L g [M z(x)]2 (C.6)

123



124 Cap��tulo C. Teor��a de Yafet y Gyorgy, Ec. (5.2)

para L � 1, donde hemos empleado la Ec.(5.1) y en donde

g =
1X

n=1

1
n3

= � (3) = 1 ;202057 (C.7)

con � (x) la funci�on Zeta de Riemann.
Entonces,

E d
s =N = � 2g +

3g
L

X

x

[M z(x)]2 (C.8)

C�alculo de la energ��a de interacci�on E d
int (x; x0)

La energ��a de interacci�on entre dos l��neas situadas enx y x + n est�a dada por

E d
int (x; x + n) =

1
2

M z(x) M z(x + n)
X

y;y0

1

[n2 + ( y � y0)2]3=2

+
1
2

M y(x) M y(x + n)
X

y;y0

(
1

[n2 + ( y � y0)2]3=2
� 3

(y � y0)2

[n2 + ( y � y0)2]5=2

)

= L M z(x) M z(x + n)f 1(n) + L M y(x) M y(x + n) (f 1(n) � 3f 2(n))

(C.9)

donde

f 1(n) =
1

2L

X

y;y0

1

[n2 + ( y � y0)2]3=2
(C.10)

f 2(n) =
1

2L

X

y;y0

(y � y0)2

[n2 + ( y � y0)2]5=2
: (C.11)

En el l��mite de L ! 1 tenemos:

f 1(n) �
1

2n3
+

1X

k=1

1

[n2 + k2]3=2
(C.12)

f 2(n) �
1X

k=1

k2

[n2 + k2]5=2
: (C.13)

Para n su�cientemente grande, aplicamos la aproximaci�on continua a f 1 y f 2:

f 1(n) �
1

2n3
+

1
n2

1X

k=1

1

[1 + ( k=n)2]3=2

1
n

�
1
n2

Z 1

0

dx
(1 + x2)3=2

+ O(n� 3) (C.14)
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f 2(n) �
1
n2

Z 1

0

x2

(1 + x2)5=2
dx: (C.15)

Sabemos que,
Z 1

0

dx
(1 + x2)3=2

= 1

Z 1

0

x2

(1 + x2)5=2
dx =

1
3

;

entonces

f 1(n) � 1=n2 (C.16)

f 1(n) � 3f 2(n) � 0: (C.17)

Corroboremos la validez de esta aproximaci�on. Los valores exactos de la serie pueden ser
calculados num�ericamente usandoMathematica por medio de la suma de las Ec. (C.12) y (C.13)
hasta la precisi�on deseada. Los resultados son comparados en la siguiente tabla:

n f 1(n) f 1(n) � 1=n2 f 1(n) � 3f 2(n)
1 1;01243 0;01243 0;07276
2 0;250008 7;97� 10� 6 9;64� 10� 5

3 0;111111119 7;98� 10� 9 1;47� 10� 7

Es evidente que la aproximaci�on continua es excelente paran � 2. Notar que Yafet y Gyorgy
obtuvieron errores mayores [51], especialmente paran = 2, probablemente esto se deba a que
incluyeron un n�umero menor de t�erminos en la suma. Hay que recordar que este trabajo data
de 1988 y es probable que hayan usado una computadora XT o una calculadora de mano. Para
obtener convergencia de las sumas hasta el quinto decimal, es necesario sumar por lo menos 10000
t�erminos.

De esta manera y, con un error menor que el 0;01 % podemos aproximar:

E d
int (x; x0)

L
=

M z(x) M z(x0)
jx � x0j2

para jx � x0j > 1 (C.18)

E d
int (x; x + 1)

L
= ( c1 + 1) M z(x) M z(x + 1) + c2M y(x) M y(x + 1)

= M z(x) M z(x + 1)

+ c1[M z(x) M z(x + 1) + M y(x) M y(x + 1)]

+ ( c2 � c1)M y(x) M y(x + 1) : (C.19)

donde c1 = 0;01243 yc2 = 0;07276. El primer t�ermino de la expresi�on generaliza la Ec. (C.18)
a todos los valores posibles dejx � x0j, el segundo introduce una correcci�on a la constante de
intercambio y el tercero representa una interacci�on de intercambio en la componente planar.
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Energ��as de anisotrop��a e intercambio

La contribuci�on de la anisotrop��a a la energ��a se expresa directamente como:

Ean=N = � �
1
L

X

x

[M z(x)]2 : (C.20)

El c�alculo de la contribuci�on por intercambio no presenta mayores di�cultades. De la Ec.(5.1),
la energ��a de intercambio de la l��nea es:E ex

s =N = � � . La interacci�on entre l��neas adyacentes se
puede escribir de la forma:

E ex
int =N = � �

1
L

X

x

~M (x): ~M (x + 1) (C.21)

Energ��a total

Incorporando todas todas las contribuciones, la energ��a por esp��n queda expresada de la forma:

e[ ~M (x)] = � (2g+ � ) �
� 0

L

X

x

~M (x): ~M (x +1)+
1
L

X

x;x 0

M z(x) M z(x0)
jx � x0j2

�
� 0

L

X

x

[M z(x)]2 + C [M y(x)]

(C.22)
donde� 0 = � � 2c1, � 0 = � � 3g, la suma

P
x;x 0 es sobre todos los valores dex 6= x0 y

C[M y(x)] =
2 (c2 � c1)

L

X

x

M y(x) M y(x + 1) : (C.23)

Es conveniente aclarar que cada par de sitios en esta suma es contado dos veces ya que un factor
1=2 ha sido incluido en la Ec. (C.9).e[ ~M (x)] es una funcional del campo de magnetizaci�on~M (x)
con la restricci�on dada por la Ec. (5.1). De esta expresi�on se puede deducir que la energ��a del
estado planar est�a dada porejj = � (2g + � ) � � 0 + 2( c2 � c1). Reescribiremos la energ��a de una
con�guraci�on de fajas en funci�on de la energ��a de la fase planar:

e[ ~M (x)] = � 0 �
� 0

L

X

x

~M (x): ~M (x + 1) +
1
L

X

x;x 0

M z(x) M z(x0)
jx � x0j2

�
� 0

L

X

x

[M z(x)]2 + C [M y(x)]

(C.24)

donde hemos omitido la constante� 2 (c2 � c1).



Ap�endice D

C�alculo de la energ��a para valores de �
peque~nos

En esta secci�on calculamos la energ��a de un per�l de magnetizaci�on con pared sinusoidal (PS)
dado por la Ec. (5.13) para valores de� peque~nos, utilizando la Ec. (5.2). En este l��mite no es
v�alida la aproximaci�on continua y las expresiones se deben calcular sumando las series. La energ��a
de anisotrop��a se obtiene directamente:

ean = �
� 0

2h

2hX

x=1

[M z(x)]2

=
�

� � 0M 2
0 si w = 1

� � 0M 2
0

�
1 � �

2

�
si w 6= 1

(D.1)

donde � � w=h.

Para el c�alculo de la contribuci�on dipolar utilizamos la Ec. (5.9). Para ello se calculan los
coe�cientes de la serie deFourier en el espacio discreto. Esto es m�as simple si tomamos el per�l
de Ec. (5.13) desplazado enx ! x � (h � w)=2. Esto es:

M z(x) =
M 0

2h

2h+1X

m=1 ;3;:::

cmei �m
h x : (D.2)

donde los coe�cientesbm de la expansi�on (5.6) est�an dados por:

bm =
1

2h
R

�
cm ei�m (h� w)=2h

�
(D.3)

dondeR[z] es la parte real dez. Los coe�cientescm est�an dados por:
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cm =
1

M 0

2hX

x=1

M z(x) e� i �m
h x (D.4)

=
2

M 0

h� 1X

x=0

M z(x) e� i �m
h x (D.5)

= 2
w� 1X

x=0

cos
� �x

w

�
e� i �m

h x � 2
h� 1X

x= w

e� i �m
h x (D.6)

= 2
w� 1X

x=0

cos
� �x

w

�
e� i �m

h x � 2
h� 1� wX

x=0

e� i �m
h (x+ w) : (D.7)

Ahora tomamos el primer t�ermino y lo desarrollamos en exponenciales complejas:

2
w� 1X

x=0

cos
� �x

w

�
e� i �m

h x =
w� 1X

x=0

�
ei �

w x + e� i �
w x

�
e� i �m

h x (D.8)

=
w� 1X

x=0

�
ei�� +

� x
+

w� 1X

x=0

�
ei�� �

� x
(D.9)

donde� � =
�
� 1

w � m
h

�
. La soluci�on de cada t�ermino est�a dada por la siguiente expresi�on:

f (� � ) �
w� 1X

x=0

�
ei�� �

� x
=

(
1� ei�� � w

1� ei�� �
si ei�� � 6= 1

w si ei�� � = 1
(D.10)

El tratamiento del segundo t�ermino en la Ec. (D.7) es similar yda como resultado la siguiente
expresi�on:

g(m) � 2
ei�mw=h + 1
ei�m=h � 1

(D.11)

Finalmente, los coe�cientes se obtienen sumando todos los t�erminos cm = f (� + ) + f (� � ) + g(m).
La contribuci�on de los t�erminos de intercambio y la correcci�on C[M y] de la Ec. (5.12) pueden ser
expresados de la forma:

eexc = � � 01
h

w� 1X

x=0

~M (x): ~M (x + 1) � � 0(1 � �) M 2
0 ; (D.12)

C [M y(x)] =
2(c2 � c1)

h

w� 1X

x=0

M y(x)M y(x + 1)

+ 2( c2 � c1)(1 � �) (1 � M 2
0 ) (D.13)

Las sumas en estas ecuaciones involucran un n�umero �nito de t�erminos que pueden ser computados
explicitamente.



Ap�endice E

Minimizaci�on de la energ��a mediante
simulaciones de Monte Carlo

En esta secci�on describimos un m�etodo basado en ba~no t�ermicopara conocer el estado funda-
mental del modelo deHeisenbergdipolar. Asumimos que el estado de m��nima energ��a del modelo
corresponde a un estado de fajas con paredes deBloch. Esta suposici�on est�a totalmente fundada en
resultados previos (ver Cap. 2). Bajo esta suposici�on es posiblereducir el n�umero de par�ametros
libres de la simulaci�on, reduciendo dramaticamente el tiempo de c�alculo.

En primer lugar, hacemos notar que el an�alisis efectuado en el Cap. II sobre condiciones
peri�odicas de contorno, puede ser generalizado a redes de tama~noL x � L y. Para ello es necesario
generalizar las sumas deEwald a redes rectangulares (ver Ap�endice B). Estas redes reproducen el
comportamiento de sistemas in�nitos teniendo en cuenta solamente las soluciones con periodicidad
L x � L y. En particular, una soluci�on de fajas sin 
uctuaciones posee periodicidad L x � 1. La
suposici�on de que el estado de m��nima energ��a est�a dado por fajas con paredes deBloch, elimina
un par�ametro libre en el estado de cada esp��n. Si la red se extiende a lo largo del ejex, los espines
poseen componenteSx = 0. �Esto, m�as el v��nculo dado por la Ec. (5.1) reducen el problema de
complejidadO(L4) par�ametros libres a uno conO(L2) par�ametros libres.

Como mencionamos, el protocolo de simulaci�on que se utiliza esel de ba~no t�ermico. Partimos
una con�guraci�on aleatoria a temperaturaT = 1 y disminuimos la temperatura con tasar = 10� 4

hasta alcanzarT = 0. Esto constituye una variante del m�etodo de \simulated annealing" con
una variaci�on lineal de la temperatura. Pruebas exhaustivas muestran que la con�guraci�on inicial
no afecta el resultado �nal. Durante la simulaci�on se guarda lacon�guraci�on que registra menor
energ��a. El proceso de actualizaci�on del esp��n viene dado por la siguiente regla:

~S0 =
~S + ~v

j ~S + ~vj

donde~S0es el nuevo valor del esp��n y~v es un vector que posee direcci�on aleatoria en el planoy; z. Su
m�odulo se elige de acuerdo a la cantidad de veces que el algoritmo de Metr�opolis acepta un cambio
de espines. Cada 1000 MCS se cambia el valor dev = j~vj siguiendo el siguiente procedimiento:
se parte de un valor inicial peque~nov0 = 0;1 y se llama al algoritmo de metr�opolis 10� L x

veces. Se calcula la cantidad de actualizaciones aceptadas dividido el total de intentos. Si este
valor es menor a la tasa de aceptaci�on requerida, el protocolo termina, sino se vuelve a intentar
con v = v0 + 0;1 y as�� sucesivamente. El algoritmo corta autom�aticamente al alcanzar v = 3,
que corresponde practicamente a una actualizaci�on aleatoria. Si la tasa de aceptaci�on requerida
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es alta, v es peque~no entonces el esp��n actualizado se encuentra en unadirecci�on pr�oxima a la
inicial. Con esta tasa el sistema queda atrapado en m��nimos locales. Si la tasa es menor,v es m�as
grande y el sistema puede rechazar m�as con�guraciones, explorando mejor el espacio de fases. El
l��mite inferior de las tasas de aceptaci�on lo constituye la actualizaci�on aleatoria, en el cual no hay
correlaci�on entre la direcci�on del esp��n antes y despu�es de la actualizaci�on. A bajas temperaturas,
esto resulta en una gran cantidad de tiempo de c�omputo. La tasa de aceptaci�on �jada para las
simulaciones es de 0;001, un n�umero aparentemente peque~no siendo que el m�aximoes 1. Pero, para
estas tasas, los valores observados dev oscilan entre 0;5 y 1;5. Luego de alcanzada la temperatura
cero, se corren 103 MCS con v �jo en el valor v = 0;01 y 103 MCS con v = 0;001 para eliminar
cualquier efecto de 
uctuaci�on t�ermica. El protocolo descripto es repetido 100 veces partiendo de
estados aleatorios para evitar cualquier metaestabilidad. Como la con�guraci�on de menor energ��a
se calcula de manera independiente para cada valor de� , la ausencia de metaestabilidades se
comprueba evaluando la suavidad de las curvas de energ��a en funci�on de � .

Hay que aclarar que al calcular estados fundamentales, hay que elegir con mucho cuidado
los tama~nos de la red, ya que no pueden existir inconmesurabilidades. Los resultados obtenidos
fueron contrastados con los correspondientes a redes de tama~no L � L, encontr�andose un perfecto
acuerdo.

En este m�etodo, el valorM 0 se obtiene a trav�es de la siguiente expresi�on:

M 0 = m�ax
x

M z(x): (E.1)

El �angulo canted queda entonces de�nido por la relaci�on� = arccosM0. Estas de�niciones son
equivalentes a las utilizadas por los otros m�etodos.



Ap�endice F

Ecs. variacionales para per�les con
pared sinusoidal (PS) en el l��mite
continuo

En el l��mite continuo, h � 1 y w � 1 aplicamos la aproximaci�on de per�les suaves, Ec (5.4)
y la energ��a (Ec. (5.12)) puede ser escrita como:

e
h

~M; �; �
i

= � �
�
L

X

x

cos(� (x) � � (x + 1)) + M 2
0

X

m=1 ;3;:::

b2
mDm (h) �

� M 2
0

2

X

m=1 ;3;:::

b2
m + C [M y(x)]

(F.1)

a menos de un t�ermino constante 2c2, donde� = � � 3g + 2( c2 � c1).
Los coe�cientes deFourier pueden ser calculados de la expresi�on

M 0 bm =
2
h

Z h

0
M z(x)cos

� m� x
h

�
dx

Usando las Ecs.(5.13), cuentas mediante, obtenemos

bm =
4

�m
1

1 � m2� 2
cos

�
�m �

2

�
sin

� m�
2

�

= ( � 1)(m� 1)=2 4
�m

1
1 � m2� 2

cos
�

�m �
2

�
(F.2)

donde � � w=h.

T�ermino de anisotrop��a

La forma m�as simple de calcular la anisotrop��a es sumando directamente la expresi�on:
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ean = �
�
h

hX

x=1

[M z(x)]2 (F.3)

= �
� M 2

0

h

"

(h � w) +
wX

x=1

cos2
� � x

w

�
#

(F.4)

= � � M 2
0

"

(1 � �) +
�
w

wX

x=1

cos2
� � x

w

�
#

: (F.5)

En el l��mite de per�l suave w � 1, tenemos que

1
w

wX

x=1

cos2
� � x

w

�
�

Z 1

0
cos2(�u ) du =

1
2

este �ultimo resultado es exacto si asumi�eramosw entero conw > 1. Por lo tanto,

ean = � � M 2
0

�
1 �

�
2

�
: (F.6)

Si comparamos con la Ec.(5.7) se encuentra que

X

m=1 ;3;:::

b2
m = (2 � �) : (F.7)

Expresi�on que ser�a de gran utilidad en breve.

T�ermino dipolar

Para valores deh grandes,Dm (h) puede ser aproximada por

Dm (h) =
� 2

6
�

�
2

� m�
h

�
+ O

�
1
h2

�
(F.8)

entonces

edip = M 2
0

�
� 2

6
(2 � �) �

� k
2

G(�)
�

(F.9)

donde hemos usado la Ec.(F.7),k � �=h y

G(�) �
X

m=1 ;3;:::

m b2
m (�) (F.10)

Las propiedades generales de la funci�onG(�) se analizan en el Ap�endice G.



133

T�ermino de intercambio

En el l��mite de per�l suave w � 1, dondej� (x) � � (x + 1) j � 1 tenemos:

cos(� (x) � � (x + 1)) � 1 �
1
2

(� (x) � � (x + 1)) 2

� 1 �
1
2

�
d� (x)

dx

� 2

:

Entonces

eexc = � � +
�

2h

hX

x=1

�
d� (x)

dx

� 2

� � � +
� �
2w

wX

x=1

�
d� (x)

dx

� 2

: (F.11)

Usando la relaci�onM 0 = cos �, donde� es el �angulo canted, en la regi�on dentro de la pared tenemos
que cos(� (x)) = cos(� ) cos(�x=w ). Si derivamos esta expresi�on con respecto ax nos queda:

sen� (x)
d�
dx

=
�
w

cos � sen(�x=w );

entonces:

�
d� (x)

dx

� 2

=
� 2

w2

cos2 � sen2(�x=w )
1 � cos2 � cos2(�x=w )

1
w

wX

x=1

�
d� (x)

dx

� 2

�
�
w2

cos2 �
Z �

0

sen2u
1 � cos2 � cos2u

du (F.12)

Aplicamos el cambio de variablesy = cos u:

Z �

0

sen2u
1 � cos2 � cos2u

du =
Z 1

� 1

p
1 � y2

1 � a2 y2
dy

=
�
a2

�
1 �

p
1 � a2

�

dondea � cos �. El �ultimo pasaje se obtiene de tablas. Finalmente

eexc = � � +
� k 2

2�
(1 � sen � ): (F.13)

Reemplazando las Ecs.(F.6), (F.9) y (F.13) en la Ec.(5.12) obtenemos la energ��a total:

e[�; � ; k; �; � ] =
�

2�
k2(1 � sen � ) + 


�
1 �

�
2

�
cos2� �

� k
2

G(�) cos2� (F.14)

donde 
 = � 2=3 � � . Si minimizamos la Ec. (F.14) con respecto a los par�ametros variacionales
(�; � ; k) obtenemos:
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� k
�

(1 � sen � ) =
�
2

G(�) cos2 � (F.15)

� k 2

� 2
(1 � sen � ) = �

�

 + � k

dG
d�

�
cos2 � (F.16)

� k 2

2�
cos � = �

�
2


�
1 �

�
2

�
� � k G (�)

�
sen � cos � (F.17)

Estas son algunas propiedades relevantes de este conjunto de ecuaciones:

El estado saturado,� = 0, nunca es soluci�on de las ecuaciones de arriba, excepto enel l��mite
k ! 0 (o � ! 0) que corresponde a� ! 1 . Este caso debe ser tratado por separado.

El estado ferromagn�etico en el plano,� = �= 2, es siempre soluci�on del conjunto de ecuaciones,
siendo por lo tanto, un m��nimo -al menos local- dentro del r�egimen de validez de la Ec. (F.14).

Para � 6= �= 2, las ecuaciones variacionales se reducen a

� k
�

=
�
2

G(�)(1 + sen � ) (F.18)

� k 2

� 2
= �

�

 + � k

dG
d�

�
(1 + sen � ) (F.19)

� k 2

2�
= �

�
2


�
1 �

�
2

�
� � k G (�)

�
sen � (F.20)

que pueden ser resueltas num�ericamente.

Soluci�on YG cerca de la transici�on de reorientaci�on

En regiones cercanas a la reorientaci�on, i.e., cerca del estado en el cual se pasa de� = 0 a � 6= 0
podemos aproximarcos � = s � 1 por lo que podemos hacer 1� sen � = 1 �

p
1 � s2 � s2=2.

Reemplazando en las Ecs.(F.15)-(F.17) obtenemos:

k =
� �
�

G(�) (F.21)

� k 2

2� 2
= �

�

 + � k

dG
d�

�
(F.22)

que son independientes des. La Ec.(F.17) tiende a cero en el l��mites ! 0. Reemplazando la Ec.
(F.21) en (F.22) se encuentra

�
� 2

=
1
3

+
G(�)

2�

�
G(�) + 2�

dG
d�

�
: (F.23)

En el Ap�endice G demostramos que tantoG(�) como la expresi�on entre corchetes de la
Ec.(F.23) son funciones monotonamente decrecientes con �. Ya que el m�aximo valor permitido
es � = 1 (que corresponde aw = h. i.e., un per�l sinusoidal puro), el m��nimo valor de � = � min
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para el cual existe una soluci�on de dominios corresponde a � = 1.Vali�endonos de queG(1) = 1
y (dG=d�) �=1 = � 1 encontramos

� min = � 2

�
1
3

�
1
2�

�
: (F.24)

De la Ec.(F.21) esto corresponde ak = �=� o h = � . Reemplazando estos valores en la Ec. (F.20)
vemos que en el l��mite� ! � min tenemos quesen � ! 1. De la Ec.(F.14) se puede ver que, en este
l��mite, el estado ferromagn�etico en el plano y las soluciones de dominios son degeneradas. Este
punto corresponde a la transici�on de reorientaci�on y est�a dada, en el espacio (�; � ) por:

� SRT (� ) =
� 2

3
+ 3g � (c2 � c1) �

� 2

2�
= 6;775:: �

� 2

2�
(F.25)

Ahora mencionamos brevemente como son las soluciones cerca de la reorientaci�on, donde� =
� min + � , con � � 1. Expandiendo la Ec.(F.23) hasta el primer orden ent � � � 1 obtenemos
t = � 1

� 2
6�

� 2 � 6 � + O(� 2). Haciendo uso de la expansi�on deG(�)

G(�) = 1 � t +
�

1 �
� 2

12

�
t2 +

�
6

t3 + O(t4)

(ver Ap�endice G) y aplicando las Ecs. (F.21) y (F.17) en la Ec. (F.14) encontramos, luego de un
poco de �algebra:

e = � 2�� 2 + O(� 3) (F.26)

lo cual con�rma que la soluci�on de dominios tiene menor energ��a que el orden ferromagn�etico en
el plano.





Ap�endice G

Comportamientos asint�oticos de la
funci�on G(�)

L��mite de � ! 1

El c�alculo que presentamos a continuaci�on es v�alido en el l��mite de de h � 1. Si aplicamos este
l��mite a la Ec. (F.2) todos los coe�cientesbm se anulan a excepci�on dem = 1:

b1 =
4
�

cos
�

� �
2

�

1 � � 2
! 1 (G.1)

db1

d�
=

4
�

� �
2 (1 � � 2) sin

�
� �
2

�
+ 2� cos

�
� �
2

�

(1 � � 2)2
! �

1
2

(G.2)

donde hemos usado la regla de L'Hopital. Tambi�en tenemos que:

dbm

d�
=

4(� 1)(m� 1)=2

m�
� m�

2 (1 � m2� 2) sin
�

m� �
2

�
+ 2m2� cos

�
m� �

2

�

(1 � m2� 2)2
! �

2
1 � m2

para m > 1

(G.3)
Por lo tanto, G(1) = 1 y

�
dG
d�

�

�=1

= l��m
� ! 1

2
X

m

m bm
dbm

d�
= � 1 (G.4)

Con la ayuda deMathematica, podemos evaluar exactamente:

l��m
� ! 1

d2b1

d� 2
=

1
12

(6 � � 2) (G.5)

l��m
� ! 1

d3b1

d� 3
= �

1
8

(6 � � 2) (G.6)

l��m
� ! 1

d2bm

d� 2
= �

8m2

(1 � m2)2
para m > 1 (G.7)

Por lo tanto
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�
d2G
d� 2

�

�=1

= l��m
� ! 1

2
X

m

m

"

bm
d2bm

d� 2
+

�
dbm

d�

� 2
#

=
3
2

�
� 2

6
+ 8

X

m=3 ;5;:::

m
(1 � m2)2

=
3
2

�
� 2

6
+

1
2

1X

k=1

(2k + 1)
k2(k + 1) 2

(G.8)

y
�

d3G
d� 3

�

�=1

= l��m
� ! 1

2
X

m

m
�
bm

d3bm

d� 3
+ 3

dbm

d�
d2bm

d� 2

�

= l��m
� ! 1

"

2b1
d3b1

d� 3
+ 6

db1

d�
d2b1

d� 2
+ 6

X

m=3 ;5;:::

m
dbm

d�
d2bm

d� 2

#

= �
1
2

(6 � � 2) �
3
2

1X

k=1

(2k + 1) 3

k3(k + 1) 3
(G.9)

donde hemos asumido queh � 1 y tomado el l��mite superior de las sumas igual a1 . De tablas:

1X

k=1

(2k + 1)
k2(k + 1) 2

= 1

1X

k=1

(2k + 1) 3

k3(k + 1) 3
= 2(1 + � (3)) = 2(1 + g)

Por lo tanto
�

d2G
d� 2

�

�=1

= 2 �
� 2

6
(G.10)

�
d3G
d� 3

�

�=1

= � = � 6 +
� 2

2
� 3g � � 4;67137 (G.11)

Por ende, cerca de � = 1 tenemos el siguiente desarrollo asint�otico:

G(�) = 1 � (� � 1) +
�

1 �
� 2

12

�
(� � 1)2 +

�
6

(� � 1)3 + O(t4) (G.12)

L��mite de � � 1

En este l��mite tenemos:

G(�) =
16
� 2

X

m=1 ;3;:::

1
m

1
(1 � m2� 2)2

cos2
�

m� �
2

�
(G.13)

�
8
� 2

Z 1

�

cos2
�

�x
2

�

x(1 � x2)2
(G.14)
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�

G(�)
8

� 2 ln
�

1
�

�
+ 1;07567

Expansi�on en torno a � = 1

Figura G.1: Funci�on G(�) obtenida de la sumando en forma num�erica la Ec. (F.10) y usando dos
aproximaciones, ver Inset.

el integrando es un producto de 1=x por una funci�on que decae r�apidamente para valores grandes
dex. Por lo tanto, la integral puede ser aproximada reemplazandoel l��mite superior de integraci�on
por un valor �nito. Con esto, podemos expandir la funci�on queacompa~na al t�ermino 1=x en torno
a cero. De esta manera obtenemos:

G(�) �
8
� 2

ln
�

1
�

�
(G.15)

En la Ref.[38], mediante un procedimiento que desconocemos, seobtiene la expresi�on:

G(�) �
8
� 2

ln
�

6�
5�

�
=

8
� 2

ln
�

1
�

�
+ 1;07567 (G.16)

Como se puede ver en la Fig. G.1 esta expresi�on aproxima muy biena la funci�on G(�) para
� < 0;7.





Ap�endice H

Energ��a de per�les de magnetizaci�on con
pared hiperb�olica (PH)

Consideremos el PH de Ec. (5.19). Calcularemos en esta secci�onlas diferentes contribuciones
a la energ��a a partir de la Ec. (5.12).

T�ermino de anisotrop��a
�Esta puede ser calculada directamente, quedando de la forma:

ean = �
�
L

X

x=1

[M z(x)]2

= � � M 2
0

�
1 �

2
hr

tgh
�

hr

2

��
; (H.1)

dondehr = h=lw . En el l��mite hr � 1, obtenemos:

ean = � � M 2
0

�
1 �

2
hr

�
: (H.2)

T�ermino de intercambio

De la Ec. (F.11) sabemos que:

eex � � � +
�
h

h=2X

x

�
d� (x)

dx

� 2

: (H.3)

Como

cos(� (x)) = M 0 tgh
�

x
lw

�
;

entonces

�
d� (x)

dx

� 2

=
1
l2
w

sech4( x
lw

)

M � 2
0 � tgh2( x

lw
)

(H.4)
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142 Cap��tulo H. Energ��a de per�les de magnetizaci�on con paredhiperb�olica (PH)

eex = � � +
�
h

h=2X

x=1

1
l2
w

sech4( x
lw

)

M � 2
0 � tgh2( x

lw
)

= � � +
�

hlw

Z h
2l w

0

sech4(u)
M � 2

0 � tgh2(u)
du

= � �
�
1 �

1
hr l2

w

�
M 2

0 � 1
M 0

tgh� 1

�
M 0 tgh

�
hr

2

��
+ tgh

�
hr

2

���
: (H.5)

En la fase de fajas saturadasM 0 = 1, por lo tanto

eex = � �
�
1 �

1
hr l2

w
tgh

�
hr

2

��
(H.6)

En el l��mite hr � 1 obtenemos:

eexc = � �M 2
0

�
1 �

1
hr l2

w

�
: (H.7)

T�ermino dipolar

Soluci�on num�erica

En primer lugar realizamos la siguiente aproximaci�on sobre la funci�on tgh(x):

tgh(x) =

(
x

�
1 � x3

3

�
si 0 � x � 1

2

(1 � e� 2x )2 (1 + e� 4x ) si 1
2 � x � h

2

(H.8)

Luego, los coe�cientes deFourier bm pueden ser expresados de la formabm = b1
m + b2

m , donde

b1
m =

4
h

Z x
2

0
x

�
1 �

x3

3

�
sin

� m�x
h

�
dx y (H.9)

b2
m =

4
h

Z h
x

x
2

�
1 � e� 2x

� 2 �
1 + e� 4x

�
sin

� m�x
h

�
dx (H.10)

ambas integrales tienen soluci�on anal��tica. Como esta expresi�on es demasiado larga debe ser ma-
nipulada con programas especiales (Mathematica) y no es incluida en este texto.

Aproximaci�on de la energ��a dipolar

En este caso usamos el t�ermino dipolar obtenido de la aproximaci�on YG (ver discusi�on de la
Sec. 5.3). S�olo hay que tener en cuenta que la longitud de pared w y lw en uno y otro caso tienen
diferentes signi�cados. Para ello de�nimos un coe�ciente de ajuste f de la forma lw = fw cuyo
valor oscila en torno a 3� 4. En el l��mite de h � 1 tenemos:

edip = M 2
0

�
� 2

�
1
3

�
f

6hr

�
�

4
hr lw

ln
�

6�h r

5f

��
: (H.11)
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Minimizando la energ��a total sobre las variableslw y hr obtenemos el siguiente desarrollo
asint�otico del ancho de fajas en funci�on de� y � :

h =
5f
6�

lw exp
�

�
2lw

�
(H.12)

donde

lw =
�

2 +
p

4 + (2� � f � 2=6)�
: (H.13)

De la Ec. (H.13), calculamos la siguiente relaci�on entre� y � :

� =
1

2l2
w

� �
2
lw

+
f � 2

12
+ 3g � 2(c2 � c1); (H.14)

que permite establecer la l��nea de transici�on entre las fasessaturada eIsing. Para ello es necesario
�jar un criterio para el m��nimo valor del par�ametro f . Eligiendo f = 4 podemos extrapolar los
valores deh obtenidos de los c�alculos MC a valores peque~nos de� . En el l��mite continuo, el m��nimo
valor permitido a lw es uno. Por eso es natural elegirlw = 1 para obtener el l��mite Ising a trav�es
de la Ec. (H.14). Por otro lado, con esta elecci�on delw y f , la Ec. (H.12) es aproximadamente
igual a la obtenida en el l��mite de altas anisotrop��as.
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