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En la presente tesis clasificamos todas las representaciones de crecimiento
finito de todas las subdlgebras conformes de rango infinito del algebra con-
forme general que contienen una subdlgebra de Virasoro. Este problema
se reduce al estudio de representaciones de crecimiento finito en las corres-
pondientes dlgebras de aniquilacién, las cuales son ciertas subalgebras del
algebra de Lie de operadores diferenciales matriciales regulares en el circulo
(see Ref. [16]). La principal herramienta utilizada aqui son los resulta-
dos obtenidos en [4] la clasificacién de médulos de peso méximo cuasifinitos
sobre la extension central del algebra de Lie de operadores diferenciales ma-
triciales regulares en el circulo y algunas de sus importantes subalgebras
(Refs.[11, 13]).

In the present work we classify all finite growth representations of all in-
finite rank conformal subalgebras of general conformal algebra that contain
a Virasoro subalgebra. This problem reduces to the study of finite growth
representations on the corresponding extended annihilation algebras, which
are certain subalgebras of Lie algebra of all regular matrix differential oper-
ators on the circle (see Ref. [16]). The main tools used here are the results
[4] on the classification of quasifinite highest weight modules over the central
extension of Lie algebra of all regular matrix differential operators on the
circle and some of its important subalgebras (Refs.[11, 13]).

Palabras claves: representaciones, médulos de peso maximo, cuasifinitas,
crecimiento, algebra conforme general.

AMSCLASSIFICATION: 06B15 Representation theory, 17B10 Repre-
sentations, algebraic theory (weight)



1 Introduccion

Las algebras W-infinito surgen en varias teorias fisicas, tales como la teoria
de campos conformes, la teoria cudntica del efecto Hall, etc. El dlgebra
Witeo, que es la extension central del dlgebra de Lie D de operadores dife-
renciales en el circulo, es la més fundamental entre esas dlgebras.

Cuando estudiamos la teoria de representaciones de un algebra de Lie
de este tipo, nos encontramos con la dificultad que aunque ellas admiten
una Z-graduacion, cada uno de los subespacios graduados sigue siendo de
dimension infinita, y por lo tanto el estudio de los médulos de peso maximo
que satisfacen las condiciones de cuasi-finitud, es decir que los subespacios
graduados tengan dimension finita, se convierte en un problema no trivial.

El estudio de las representaciones del dlgebra de Lie Wi, fue iniciado
en [8], donde se da la caracterizacién de sus representaciones irreducibles
cuasifinitas de peso maximo. Estos mdédulos fueron construidos en términos
de representaciones de peso maximo irreducibles del algebra de Lie de matri-
ces infinitas y ademas las unitarias fueron descriptas. Sobre la base de este
andlisis, mas estudios fueron hechos en el contexto de la teoria de dlgebras
de vértices para el dlgebra Wi [5, 9] y para su versién matricial en [4].
El caso de la subdlgebra ortogonal de Wiy fue estudiado en [10]. La
subdalgebra simpléctica de Wijo fue considerado en [2] en relacién a la
teoria de nimeros y sus mddulos de peso maximo cuasifinitos irreducibles
fueron clasificados en [3].

En el articulo [1] se desarrollé una teoria de representaciones de peso
maximo cuasifinitas de las subdlgebras We, ;, de W14, donde W, (p €
C[x]) es la extensién del dlgebra de Lie Dp(t0;) de operadores diferenciales
en el circulo que son un miltiplo de p(td;). La més importante de esas
subdlgebras es Wy, := Wy, que es obtenida considerando p(z) = x. Sus
representaciones cuasifinitas fueron estudiadas en [7]. En este articulo, Kac
y Liberati también dan algunos resultados generales sobre la caracterizacién
de representaciones cuasifinitas de algunas algebras de Lie Z-graduadas.

Todos estos resultados han sido utilizados en esta tesis para clasificar las
representaciones de peso maximo cuasifinitas irreducibles de las correspon-
dientes subdlgebras en el caso matricial.

El objetivo de este trabajo es clasificar todas las representaciones irre-
ducibles de crecimiento finito de las subalgebras conformes de rango infinito
de gcy que contienen una subdlgebra de Virasoro. Dichas subalgebras son
(ver Observacién 6.5 en Ref. [14]) gcy .1, 0CN ¥ SPCy ;-

A cada &lgebra conforme se le asocia un dlgebra de Lie llamada algebra
de aniquilacién (ver Observacién 3.5), de tal modo que estudiar representa-



ciones sobre el algebra conforme se reduce al estudio de los médulos de las
correspondientes algebras de Lie. En el caso de las subdlgebras de Lie con-
formes a estudiar, las dlgebras de aniquilacién son ciertas subdlgebras de
DN, el dlgebra de operadores diferenciales matriciales sobre el circulo.

La subélgebra de aniquilacién asociada con el dlgebra ocy serd denotada
por D(]X _ y lasubdlgebra de aniquilacién asociada a gey 1 por Dé\’ff. Ademiés
en [14], se definen las subélgebras de Lie conforme de tipo simpléctico de
gcn z7 y sus subdlgebras de aniquilacion seran denotadas por Dé\{ b

Entonces, la principal herrramienta usada aqui para clasificar las repre-
sentaciones irreducibles de crecimiento finito son los resultados obtenidos
en (Refs. [4], [7], [8] y [11]-[12]) sobre la clasificacién de mddulos de peso
maximo cuasifinitos de la extensién central de DV y algunas de sus impor-
tantes subdlgebras.

El trabajo esta organizado como sigue: En la secciéon 2 desarrollamos un
enfoque general sobre la teoria de representaciones de peso maximo cuasifini-
tas sobre un algebra de Lie compleja g Z-graduada. En la seccién 3 hacemos
una breve introduccién a la teoria general de representaciones sobre dlgebras
conformes y damos la relacién entre estas y las algebras de Lie asociadas.
En la seccién 4 describimos las representaciones de peso maximo cuasifinitas

irreducibles del algebra de Lie gAeL’f ] y sus subdlgebras de Lie cldsicas de tipo
A,B,Cy D. Enlaseccién 5 describimos el dlgebra de Lie D y mostramos la
relacién con el algebra de Lie gAKEZ ]. En la seccién 6 clasificamos los médulos
de peso méaximo cuasifinitos irreducibles de la subdalgebra de Lie ortogonal

DX También los realizamos en término de la teorfa de representaciones del

algebra de Lie compleja gAEEZ ] y las correspondientes subdlgebras de tipo B y
D. En la seccion 7 clasificamos los médulos de peso méaximo cuasifinitos ir-
reducibles de la subdlgebra de Lie DIJ)V . También los realizamos en términos

de la teoria de representaciones del algebra de Lie compleja gAZLT] En la
seccién 8 clasificamos los médulos de peso maximo cuasifinitos irreducibles
de la subdlgebra de Lie de tipo simpléctico Dé\,[a—- También los realizamos
en términos de la teoria de representaciones del algebra de Lie compleja
gAE[;:] y la correspondiente subalgebra de tipo C. Finalmente en la seccion
9 utilizamos todos los resultados de las secciones anteriores para clasificar
y realizar los moédulos irreducibles de crecimiento finito sobre gey y las

subdlgebras que contienen una subalgebra de Virasoro.
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2 Representaciones cuasifinitas de algebras de Lie
Z~graduadas

En esta seccién desarrollamos un enfoque general sobre la teoria de repre-
sentaciones de peso maximo cuasifinitas sobre un dlgebra de Lie compleja g
Z-graduada.

Sea g un algebra de Lie compleja Z-graduada:

0= Djecz8j, gi Gj] C Gitjs

donde g; no necesariamente es de dimension finita. Sea g+ = ®;>09+;. Una
subdlgebra p de g es llamada parabdlica si contiene a go @ g+ como una
sualgebra propia, esto es

p = @jezh;, donde p; =g; paraj >0 y p; #0 para alging <O0.
Asumiremos que g cumple las siguientes propiedades:
(P1) go es conmutativa,
(P2) sia€ g_parak >0y [a, g1] =0, entonces a = 0.

Lema 2.1. Sea p una subdlgebra parabdlica de g. Si p_p # 0 con k > 0,
entonces p_p+1 # 0.

Demostracion. Sip_gy1 = 0, entonces [p_g, g1] = 0, i.e. para todo a € p_
[a,g1] = 0 y usando (P2), tenemos que a = 0. O

Dado a € g_1, a # 0, se define p® = ®jezpj, donde p? = g; para todo
720y

pil :Z[Haa 90]790]7"']7 pik—l = [p(ilv pik] (21)
Lema 2.2.  a) p® es la subdlgebra parabdlica minimal que contiene a a.

b) go == [p% p*] N go = [a, g1].

Demostracion. Se debe probar que p® es una subélgebra. Primero [p®,, p? ;] C
p®,_; (k, 1> 0) es probado por induccién en k :

[p(ilw p(il]

N 1N



Ademés [p®,, gm] C p% . (m > k) ya que por induccién en k tenemos

% oml = [ p%1)s om)

(%) gl p%0] + (02" %1, 9]
S PRI Y L [ FD Wy S

C Pk

Finalmente es obvia la minimalidad, con lo que hemos probado a).
b) Para algin k£ > 1:

% okl = (%) Y @], p%] + (0% ) %1, gkl
C g, %]+ (0% )" gl

Por lo tanto, por induccién, g§ = [g1, p%,]. Pero

[gl) pgl] = linearspan{[‘ o [[a’a Cl]u 02]7 e ]7 J“] ¢ Eg0, T E 91} (pOI‘ (Pl))
= linearspan{[alcy, - - [cx—1, [ck, z]---]]] * ¢; € go, @ € g1}
= la, g1].
con lo que el lema queda probado. O
Definicién 2.3. a) Unasubdlgebra parabdlica p es llamada no-degenerada

si p_; tiene codimensién finita en g_;, para todo j > 0.
b) Un elemento a € g_; es llamado no-degenerado si p® es no degenerada.

Ahora comenzamos con el estudio de la representaciones cuasifinitas so-
bre g. Un g-médulo V' es llamado Z-graduado si V = ®;czV; y 8iVj C Vigj.
Un g-médulo V, Z-graduado es llamado cuasifinito si dim V; < oo para todo
j.

Dado A € g, un médulo de peso mdzimo con peso A es un g-médulo
V(g, ), Z-graduado generado por un vector de peso maximo vy € V (g, A)o
el cual satisface

hvy = )\(h)w\ (h S g()), g+vy = 0. (2.2)

Un vector no nulo v € V(g, A) es llamado singular si g1v = 0.
El mddulo de Verma sobre g es definido como es usual:

M(ga )‘) = Z/{(g) ®Zx[(go@g+) C/\ (23)

9



donde C) es el (go@ g+ )-mbdulo de dimensién 1 dado por h — A(h) sih € go,
g4+ — 0, y la acciéon de g es inducida por la multiplicacién a izquierda en
U(g). De aqui en adelante U(g) denota el dlgebra universal envolvente de
g. Todo médulo de peso maximo V' (g, A) es un médulo cociente de M(g, A).
El médulo irreducible L(g, \) es el cociente de M(g, \) por el submédulo
graduado propio maximal.

Consideremos una subélgebra parabdlica p = @jezp; de g y sea A € gj
tal que Mg npp = 0. Entones el (go © g+)-médulo Cy se extiende a un
p-médulo dado por p; actuando por 0 para j < 0, y podemos construir un
médulo de peso maximo

M(g,p, A) = U(9) ®u(p) Ca

llamado el modulo de Verma generalizado. Claramente todos esos modulos
de peso méaximo son graduados.

También requeriremos la siguiente condicién en g :

(P3) Si p es una subdlgebra parabdlica no-degenerada de g, entonces
existe un elemento no degenerado a tal que p® C p.

Teorema 2.4. Sea g un dlgebra de Lie Z-graduada que cumple (P1),(P2)
y (P3). Las siguientes condiciones en A € gy son equivalentes:

(1) M(g; ) contiene un vector singular avy € M(g;\)_1,donde a € g_1
es no degenerado;

(2) Eziste wun elemento no degenerado a € g-1, tal que
)‘([glva]) =0;
(3) L(g; \) es cuasifinito;

(4) Existe un elemento no degenerado a € g_1, tal que L(g;\) es el co-
ciente irreducible del mdédulo de Verma generalizado M (g, p?, ).

Demostracion. (1) = (4) Denotamos por avy el vector singular, donde
a € g_1, entonces (4) vale para este a particular, (4) = (3) es inmedia-
ta. Finalmente, L(g;\) cuasifinito implica dim(g_; - vi) < oo entonces
existe a € g_1 tal que avy = 0 en L(g;\), entonces 0 = gi.(avy) =
a(g1.vx) + [g1, aJvx = A([g1, a])vy, resultando (3) = (2) = (1). O

3 Algebras de Lie confomes

En esta seccién hacemos una breve introduccién a la teoria general de repre-
sentaciones sobre algebras conformes y damos la relacion entre estas y las
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algebras de Lie asociadas. Los resultados que exponemos han sido extraidos
de [14] y [16].

Un dlgebra asociativa conforme R es definida como un C[0]-médulo mu-
nido con un mapa C-lineal

R®R — CA]®R, a®b— ayb,
llamado el A-producto, que satisface los siguientes axiomas (a, b, c € R),
(A1) (0a)rb = —Aaxb, ax(9b) = (A + 0)axb,
(A2) ax(buc) = (arb)rspc.

donde C[0] y C[A] son &lgebras de polinomios en d y A respectivamente
y la estructura de C[9]-médulo de C[A] ® R estd dada por d(p(A) @ r) =
L p(\) @+ p(\) ® Or, con p(\) € C[\], 7 € R.

Un dlgebra de Lie conforme R es un C[0]-médulo munido de un mapa
C-lineal R® R — CIA\|® R, a®b — [axb] llamado el A-corchete, que cumple
los siguientes axiomas (a, b, c € R),

(C1) [(Ba)rb] = —Alaxd],

(C2) [axb] = —[b—s-ral,
(C3) [axlbuc]] = [[axbla+pnc] + [bulaxc]].
Observacion 3.1.  a) En general, dada un édlgebra asociativa conforme R

con A-producto ayb, el A-corchete definido por
[axb] :==axb—b_y_xa (3.1)
hace de R un &lgebra de Lie conforme.

b) Observar que si R es un algebra de Lie conforme, como [axb] € CI\|®
R, entonces tiene una expresién dada por [axb] = >, o7, /\(")a(n)b,
dénde a(y,)b serd llamado el n-producto y A = \"/n! Por lo tanto,
un algebra de Lie conforme R también se puede definir a través de un
producto C-bilineal, a,)b para cadan € Zy, a,b € R, y los correspon-
dientes axiomas equivalentes a (C'1) — (C3).

Un mddulo conforme M sobre un dlgebra de Lie conforme R es un C[0 |-
médulo munido con un mapa C-lineal R®@ M — C[A\]® M, a ® v — a)lv,
satisfaciendo los siguientes axiomas (a,b € R,v € M),

(M1) (9a)¥ v = —Xalv,
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(M2) [ay,b/]y} V= [a,\b]%mv = aﬁ/[(bﬂ/[v) - bﬂ”(ayv).

Un médulo conforme se dice finito, si es finitamente generado como C[J]-
moédulo.

Dados dos C[0]-médulos M y N, un mapa lineal conforme de M a N
es un mapa C-lineal 7 : M — C[A\] ®c N, denotado por v — 7(v), tal
que 7\(0Mv) = (A + 9N)71\(v). El espacio vectorial de todos estos ma-
pas serd denotado por Chom(M, N), el cual resulta un C[0]-mddulo con
(OT)a(v) := —ATx(v). Ahora, definimos Cend M := Chom(M, M), con M
un C[9]-mddulo. Observemos que si M es un C[d]-mddulo finito, entonces
Cend M es una algebra asociativa conforme con

(TA0) v = Ta(0p—rv), 7,0 € Cend M, v € M. (3.2)

Observacion 3.2. Observar que, por definicién, tener un médulo conforme
finito V' sobre R un &lgebra asociativa conforme, es equivalente a tener un
homomorfismo de R al algebra asociativa conforme Cend V.

La afinizacion de un algebra conforme de Lie R es el algebra conforme
R =Rt t]

cond =0®1+1 0¢ y m-productos definidos por (a,b € R, f,g €
C[tat_l])n € Z-‘r)

@@ Hmy®@9) =D amipd® (0" f)g). (3.3)

JELy

Poniendo ay,, := a ® t", la férmula (3.3) nos da (m,n € Z)

m)
(@m) (k) (bm) = Z (m— )1 ! (@(o15)b)msn—j- (3.4)
j€Z+ D)
Considerando L
LieR = R/OR

con el corchete introducido por el 0-producto en R, obtenemos el dlgebra de
Lie asociada al algebra conforme R.

Observacion 3.3. Es claro de (3.4) que —1 ® 0; es una derivacién del 0-
producto del algebra conforme R. Como este operador conmuta con 0, este
induce una derivaciéon T del algebra de Lie, Lie R dada por la férmula

T(an) = —nap—1. (3.5)

12



De la definicién del corchete de Lie en R se sigue que
(LieR)- = C —span{a, :a € R,n € Z,} (3.6)

es una subalgebra del algebra de Lie, Lie R. Esta es llamada el dlgebra
de aniquilacion. Es claro de 3.5 que (Lie R)_ es T-invariante, por lo tanto
podemos considerar la suma semi-directa (Lie R)™ = CT'+(Lie R)_, llamada
el dlgebra de aniquilacion extendida.

Comparando las férmulas (3.3) y (3.5) arribamos al siguiente Teorema
importante (cf. [16]):

Teorema 3.4. Un mddulo conforme M sobre un dlgebra conforme R es lo
mismo que un modulo sobre el dlgebra de aniquilacion extendida.

Ahora, consideremos V un C[0]-médulo de dimensién finita, es decir
finitamente generado como C[0]-mddulo. El A-producto (3.2) en CendV,
hace de esta un algebra asociativa conforme. Sea gcV el algebra de Lie
conforme asociada munida con el A-corchete dado por la férmula (3.1). A
esta dlgebra la llamaremos el dlgebra conforme general.

Para todo entero positivo N, definimos gcy := gc C[0]Y = Maty C[0, x|
y el A-corchete (3.1) esta dado por

(A0, 2)2B(8,2)] = A(~\, 2+ A+0)BOA+0,z)— BON+9, ~A\+2)A(—\, 7).
(3.7)

Ejemplo 3.5. Observemos que Cendy := Cend C[0]", puede ser vista
como el algebra asociativa conforme correspondiente al dlgebra asociativa
DN de todos los operadores matriciales regulares en el C* (en la Seccién
5 es dada explicitamente la definicién). Consideremos el algebra conforme

correspondiente a DY, es decir,

Conf(DY) := @z, C[0]J" ® Maty C

con A-producto dado por

k

! . -

ko7l ket1—

JarJp = E =] (A+0) Ty 7,
=0

donde J§ = J*@ A=Y ., t"(—%)kz_"_l ® A, con A € Maty C. De aqui

en adelante entenderemos por Maty C las matrices N x N con entradas en

C.

13



Dado « € C, la representacién natural de DY, en e=*CN[t,t~!] nos da

una estructura de médulo conforme de C[@]" sobre Conf(D2X,), con A-accién
Jivv=A+0+a)" Av, meZy,veCV. (3.8)

Ahora, usando la Observacion 3.2, obtenemos un homomorfismo natural de
algebras asociativas conformes de Conf(DY,) a Cendy, el cual resulta un
isomorfismo.

Observacion 3.6. Cabe destacar que la nocién del funtor Conf no ha sido
introducida, para ello remitirse a [16], capitulo 2.

Tenemos por Teorema 4.5 en [14], que toda anti-involucién en Cendy es,
salvo conjugacion de la siguiente forma

o (AN 1)) = A*(9, -0 — z) (3.9)

dénde * es la adjunta con respecto a una forma bilineal simétrica o anti-
simétrica no degenerada sobre C. Esas anti-involuciones nos dan dos impor-
tantes subdlgebras de gcp, el conjunto de —o, puntos fijos es el dlgebra con-
forme ortogonal ocy (respectivamente el dlgebra conforme simplécticaspcy),
en el caso simétrico (respectivamente anti-simétrico). Observar ademds
que gcy p = gcyp(z) es una subdlgebra de Lie conforme para algin p €
Mat nC[z] v spc ~p denotara la subalgebra de tipo simpléctico de gey .

Como se mencioné en la introduccién queremos clasificar las representa-
ciones de crecimiento finito de gcp y sus subdlgebras conforme de rango
infinito que contiene una subalgebra de Virasoro. Por lo tanto, recordemos
que el dlgebra conforme de Virasoro es definida como el C[0]-mddulo libre
de rango 1 generado por un elemento L, con A-corchete definido por

[LAL] = (2\ + 9)L,

y extendido a C[0]L usando sesquilinealidad, propiedad (C1)(ver [16] pagina
34) . Observemos que todas las subalgebras de Virasoro de gcp son genera-
das por

L= (x4 ad)l, a €C; I € Maty(C), la matriz identidad.

La lista completa de subdlgebras propias de rango infinito de gc que con-
tienen una subdlgebra de Virasoro es (ver Observacién 6.5 en Ref. [14])

gen . = I MatyC[0, z],
ocy = {A(9,z) — A0, -0 — z) : A(D,x) € MatnCl[, z]},

spey ;= {2I[A(0,7) + A(9,—0 — x)] : A(0,x) € MatyC[0, x},

1

donde el elemento de Virasoro es (z+ad)I, con o = 0, 3,0, respectivamente.
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4 El algebra de Lie g/\ﬁ[;l | y sus subalgebras clasicas

En esta seccién describimos las representaciones de peso maximo cuasifinitas

irreducibles del dlgebra de Lie L(]AE([:: ] y sus subdlgebras de Lie clasicas de tipo
A, B,CyD.

4.1 El algebra de Lie é\é({:}

Denotamos por R, = C[u]/(u™1), el dlgebra cociente del &lgebra de poli-
nomios C[u] por el ideal generado por u™™! (m € Zsq). Sea 1 el ele-
mento identidad en R,,. Denotamos por geL’Z}] = {(aij(w))ijez : aij =
0si |i—j|> 0}, el dlgebra de Lie compleja de todas las matrices infinitas
(a4,5)i jez con un numero finito de diagonales no nulas con entradas en R,,.
Denotamos por E;; la matriz infinita con 1 en la entrada (,j) y 0 en el

resto de las entradas. Existe un homorfismo natural v de g&[;? } dado por

v(Eij) = Eit1,j41- (4.1)

Llamaremos la Z-graduacion principal de gAE[;:] = Bgez (g&[;'g ]) , la dada
q

por los pesos, donde el peso de la matriz E; ; estd dado por j —i. Denotamos
por gAK([:: - gfL@ ] @ Ry, la extension central de gfgg] dada por el siguiente

2-cociclo con valores en R,,:
C(4, B) = Tx([J, 4] B), (4.2)

donde J = Zigo E;;. La Z-graduacién del dlgebra de Lie gﬁgg lse extiende a
gAK([;: ] por poner el peso de R,, igual a 0. En particular tenemos la descom-

posicion triangular

gl = () @ () @ (;fe@)+, (4.3)
donde
(@), =@ (@), v (@), = (), o
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~ [m]

Dado X € (gﬁoo )0’ denotamos por

¢ = Mub),
A= A ),
) =\ @ e (4.4)
donde j €Zei=0,...,m. Sea L (gAEEZ], )\) el gAKEZ}—médulo irreducible de

)

peso maximo con peso maximo A. Los a)\g- son llamados las etiquetas y c;

son las cargas centrales de L <gAf([::], )\>.

4.2 El 4algebra de Lie b2,

Consideremos el espacio vectorial R,[t,t™!], y tomemos la R,,-base
v; =t7%, i € Z. El élgebra de Lie gﬂ[o?] actia en Ry,[t,t7!] via la férmula
usual
EZ‘J‘Uk = (5j,kvi.
Ahora consideremos la siguiente C-forma bilineal a valores en R, [t, ¢t 1]:
B(u™v;, uv;) = u™(—u)"6; ;. (4.5)
[m]

Denotamos por ELZZ I 'a subdlgebra de Lie de gfs,” que preserva la forma
bilineal B(, ). Tenemos

bt = {(aij(“))mez € gl aij(u) = —a_j—i(—u) } -

Denotamos por bL’E I = I_)LZL ] @ R,, la extension central de BLZL ] dado por la

restricciéon del 2-cociclo (2.2) definido en ge[;lﬂ. Esta subdlgebra hereda de

gAe([fZ] la Z-graduacién principal y la descomposicién triangular, (ver [10] y
[6], capitulo 7 para notaciones):

bl — e (bggl)j plm) — (bggl)+ ® (bggg;l>0 ® (bggl)i .

En particular cuando m = 0, tenemos la subalgebra de Lie usual de gAEOO,
denotada por by,. Dado A € <bgg}>0, denotamos por L (bL’Z} ]; )\) el médulo

. . ’ . m s .
irreducible de peso maximo sobre bLo] con peso maximo .
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Para cada \ € (bL’S }); tenemos,

¢ = Au'),
b)\éj) Y (QUJ Eoo) (7 impar),
b)\z(j) Y (uj E;i — (—u)’ E_i),
bHZ.(j) = WE;—w Eij1i41+ (—U)j E_i1-io1— (_u)j Eoi-i,
bHéj) = 2w Ego— v E_1 1 —u Eq) + ! (7 par),
bHéj) = (2@ Eyo—w E_1_1 —W Eyq) + o/ (j impar),
bhgj) — (bHZ(j)) _ b)\z(]') _ b)\'gi)l’
b (bHéJ')) — 20\ f e, (jpar),

(4.6)
donde i € Ny j =0,...,m. Los b)\g-i)
cargas centrales de L (bL’;‘ ], /\>.

son llamados etiquetas y c¢; son las

4.3 El algebra de Lie .,

Ahora consideremos la C-forma bilineal en R,,[t,t~!] dada por

C(u™v;, uvj) = u™ (—u™)(=1)"6;1_; . (4.7)
Denotamos por ELTZ} I 'a subdlgebra de Lie de gd;?} que preserva la forma
bilineal C(, ). Tenemos

el = {(aij(w)ijez € gt agj(u) = (1) ay_j1i(—u) }.
Denotamos por cL’;‘ = ELZ‘ ] ® R, la extension central de ELZ‘] dado por la
restricciéon del 2-cociclo (2.2), definido en gz[o’ZZ ). Esta subdlgebra hereda de
gAEEZ] la Z-graduacién principal y la descomposicién triangular, (ver [10] y
[6] por notaciones):
il = @enlelrh); el = () @ (o @ ()

En particular cuando m = 0, tenemos la subéalgebra de Lie usual de gAEOO,
denotada por cso.
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Dado A € (c%l? }])("j, denotamos por L(cgg ]; A) el médulo i[rreducible de peso

s . s . m
maximo sobre ¢x,' con peso maximo A. Para cada A € (coo})a, tenemos:

= Mub),
N = AW By — (—w) Bijng),
cp (@) ey(d) ey (9)
hi? = AT = AL,
b’ = A+ (i par), (4.8)
donde j e Net=20,---,m. Los A son llamados las etiquetas y c¢; son

J

las cargas centrales de L(cgg} A).

4.4 El 4lgebra de Lie d7.
Finalmente consideraremos la siguiente C-forma bilineal en R, [t,t]:
D(u™v;, u'vj) = uﬁ‘(—u)"&,l,j . (4.9)

Denotamos por J[O@ Ma subalgebra de Lie de gfgg }

bilineal D(, ). Tenemos

que preserva la forma

dml = {(aij(u))i,jez € gl ay(u) = —a1—j1-i(—u) } :

Denotamos por d@ = J[o@] ® R, la extensién central de J[O@} dada por la

[m]

restriccion del 2-cociclo (2.2) definido en gls
g/z([:?] la Z-graduacién principal y la descomposicién triangular, (ver [10] y
[6] por notaciones):

dlm — e <dgg})j dm) = (d@L ® (d([;'}])o & (d[gﬂ)_ .

. Esta subalgebra hereda de

En particular cuando m = 0, tenemos la subalgebra de Lie usual de gAEOO,
denotada por du.

Dado X € (dL’Z} ]>;, denotamos por L (dL’Z ]; )\> el médulo de peso maximo
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irreducible sobre d[o? ! con peso maximo A. Para cada A € (dLZI ]>0, tenemos,

G = A (ul) ,
d)\z(j) = A (uj E; i — (—u)’ Ei_i1-i),
dHi(j) = E;;— ! Eii1,i1+ (—u) E_i-i— (_u)j Ey i1,
THY = ((—u) Eoo+ (—u)! E_1,_1 — w/ Ea o — ! By o — ! By 1) + 207,

i —

donde i € Ny 57 =0,...,m. Los dAg-i) son llamados etiquetas y c; son las

cargas centrales de L (d!;’} ], A).

5 El algebra de Lie DV

En esta seccién describimos el 4lgebra de Lie DV y mostramos la relacién
con el dlgebra de Lie ﬂ([:: ].
Sea N un entero positivo. Denotamos por Dé\g el dlgebra asociativa de

operadores diferenciales matriciales regulares en el circulo de la forma

E =ep(t)0F + e 1(1)0F 1+ .. 4 eo(t)

donde
ei(t) € MatyC[t, t 7]

y denotamos por DV la correspondiente algebra de Lie. De aqui en ade-
lante, Maty R es el dlgebra asociativa de todas las matrices N x N sobre
un algebra R. Es més conveniente escribir los operadores diferenciales como
combinaciones lineales de elementos de la forma z*f(D)A, donde f es un
polinomio en una variable, D = 29,, k € Z, A € MatyC. El producto en
DN esta dado por

(2" f(D)A)(2"g(D)B) = 2" f(D + s)g(D)AB. (5.1)

Fijamos una funcional traza en MatyClw], la cual es un mapa lineal
T : MatyClw] — C, tal que T'(ab) = T'(ba). Entonces tenemos el siguiente
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2-cociclo en DV, donde f(w), g(w) € MatyC[w] (cf. [4])

br (2" f(D)A, (D) B) = T <T<Zm<1f(w +m)g(w+m+ r)) sir=—-s>0

0 si r4+s#0.
(5.2)
En particular, si T : MatyC[w] — C es la traza usual compuesta con el
mapa evaluaciéon en w = 0, obtenemos el siguiente 2-cociclo en el algebra de

Lie DV donde r,s € Z, f,g € C[w], A, B € MatyC :

tr(AB) Z fm)gm+r) sir=-s>0
V(=" f(D)A, 2°g(D)B) = —r<m<-1
0 si r4+s#0.
(5.3)
Sea
DN =DV 4 CC

la extensién central de DV por un centro de dimensién uno CC' corres-
pondiente al 2-cociclo (5.3). Los elementos zKD";;, (k € Z,n € Zx,
i,j = 1,---,N) forman una base de DV. De aqui en adelante e;j es la
base canoénica de MatyC, es decir la matriz N x N con 1 en la entrada (3, j)
y 0 en caso contrario. R

Se define el peso en DN que denotamos por wt de la siguiente manera:

wt 2" f(D)ei; = kN +i—j, wtC =0. (5.4)
Esto nos da la Z-graduacion principal de DN,

DN =P (DY);. (5.5)

JEZ.

Sea O el algebra de todas las funciones holomorfas en C con la topologia
de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos. Consideraremos el
espacio vectorial Dé\;o generado por los operadores diferenciales matriciales
(de orden infinito) de la forma z¥f(D)A donde f € O. El producto en
D,s se extiende a D(JXGO. La graduacién principal se extiende también por
(5.4). Denotamos por DVO la correspondiente &lgebra de Lie. Entonces
el cociclo ¢ se extiende a un 2-cociclo en DNO por la férmula (5.3). Sea
DNO = DNO ¢ CC la extensién central correspondiente, con la graduacién
definida como antes.
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Observacion 5.1. Observemos que para elementos z"e’A, (r € Z,\ €
C, A € MatyC), el conmutador en DVO esta dado por:

—Ar _ ehs

[z A, 22etP B] = 27 +5ePHD (A AB— el BA) 46, —S(trAB)el—w

Consideremos las siguientes trazas en MatyO :
tropf(w) =tr(f(a) — f(b)), dondef € MatyO, a,be C,

trlm f(w) = ddim lw=s tr(f(w)), dondes e C, m € Zxo,
” >

y denotamos los correspondientes cociclos por ¢gp := Pty , ¥ ¢§m) = Py pim)
(ver (5.2)). En DNO esos cociclos no son triviales. Sin embargo, cuando los

restringimos a DV ellos resultan triviales [ver Ref. [8] 1.3(d)]. Tenemos las
siguientes férmulas explicitas para esos cociclos triviales en DY :

wa,b(zrf(D)A7 ng(D)B) = 67’, —sAa,b([sz<D)A7 ng(D>B]>7 (56)
Y™ (2" f(D)A, 2°g(D)B) = 6, _A\m)([z" f(D)A, z°9(D)B]),  (5.7)

donde Ayp y AL"” son las funciones lineales en MatyClw] definidas por las
siguientes series generatrices en x :

m ,ST

re trA, (5.8)

ea:p

_ bz
Agp(e™A) = —xieltrA, Al (emw ) = —

e’ — e’ —

Esta observacion la utilizaremos para construir la extensién central del
morfismo cp[sm] de ﬁév a gA&[::]

en (5.11).

que lo introduciremos en la proxima seccion

5.1 Conexién entre DV y gAZEZ]

En esta parte discutiremos la relacion entre DN y el algebra de Lie de ma-
trices infinitas con un numero finito de diagonales no nulas sobre el algebra
de polinomios truncados.

Sea R un algebra asociativa sobre C y denotamos por R* un R-médulo
libre con una base fija (vj)jeZ y definamos los operadores E; ; en R* por

E; jup, = 0j,v;. Sea M(oo, R) la subdlgebra asociativa de End R* que

consiste de todos los operadores ), jez a;jE; j, donde (aij)ijecz tiene un
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numero finito de diagonales no nulas. Recordemos que M (00, R) es una
algebra Z-graduada con la graduacién principal definida por wt £; ; = j — 1.
Sean N € Ny e; coni =1, ---N la base canénica de R, consideremos
¢ : RN[z,271] = R[z, 2] el isomorfismo dado por

iz — ZNFIL (5.9)

donde RN[z, 27! := RN ® C[z, 2~ !]. Fijamos s € C y un elemento nilpo-
tente t € R. Consideraremos R|[z,271]z* cémo un R-médulo libre con base
v; = 279+ j € 7Z. Usando el isomorfismo ¢ asociamos a un elemento
2k f(D)e; ; € DY el operador 28 f(D + t)e; ; en R[z, 27125

Mis precisamente (z¥f(D)e; j)voin—mi1 = (ZXf(D + t)e; j)(emz=F%) =
Simf(—=l+s+t)e 24 =6, f(—1+ s+ t)V(1—k)N—it1- Por lo tanto obte-
nemos un morfismo ¢, : DN — M (00, R) de algebras asociativas sobre C,
el cudl es compatible con la graduacién principal. Explicitamente,

@st(2" f(D)e; ;) = Z J(=l+ s+ ) Eq_p)yN—it1,IN—j+1 (5.10)
=

Y st se extiende a un homomorfismo ¢, : D(ﬁo M (00, R). Ahora con-
sideremos el 4lgebra de polinomios truncados R,, = C[t]/(t™!), donde

m € Z>o y sea J\Aﬂ’o’”‘] = M(oo,Rm). El homomorfismo ¢, : Dé\go — M&n}

dado por (5.10) lo denotaremos por @Lm}, se sigue de la férmula de Taylor

que

m - f(r) —1 + 5 r
elM(Z* f(D)e;, ;) = Zo zz; (T!)t Eo_pyN—it1,iN—j+1-  (5.11)
r=0 le

[

Observemos que el homomorfismo de édlgebras asociativas cpsm] define un
homomorfismo de algebras de Lie que denotaremos con la misma letra, es
decir o™ . DN gl

ws — gloo .

6 La subalgebra de Lie DY

En esta seccion clasificamos los mdédulos de peso maximo cuasifinitos irre-
ducibles de la subdlgebra de Lie ortogonal DY. También los realizamos en

términos de la teoria de representaciones del algebra de Lie compleja gAEEZ }
y las correspondientes subalgebras de tipo B 'y D.
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Sea A € Maty C deﬁnimos(A);j = AN41-j, N+1—i, la trasposicién res-
pecto de la diagonal opuesta. Consideremos la anti-involucién en D = D!,

introducida en [10],
e 1 (Z"f(D)) = 2K (=D — k —1).

Extendemos 71 _1 a un mapa en MatyD = D ® Maty C dado por
[T+ -1(A)]ij = 7+ -1(A;j). Ahora, consideremos la anti-involucién o en DN
definido por

o (zk f(D)A) — (zk f(D)) Al (6.1)

Denotamos por DY la subélgebra de Lie de DY dada por el conjunto de
—o-puntos fijos en DV. Esta anti-involucién es una de las anti-involuciones
de DV que preservan la Z-graduacién, clasificadas en [15] y asociada a la
subalgebra conforme ortogonal de gcy. En [11] DY fue denotada por DY .

De aqui en adelante denotaremos Dy, = D + %
adores de DY es:

. Un conjunto de gener-

{z" (f(Dr)ei, n+1-j — f(=Di)ejn+1-i) : k€2, f €Clz], 1<i < j < N}
junto con los generadores en la diagonal opuesta
{z*f(Dr)ei ny1-i: k€ Z, f € Clz] impar , 1 <i < N}.

Denotamos nuevamente por 1 la restriccién del 2-cociclo en (5.3) a DY
y sea 13(],\7 la extensién central de DY por el centro CC de dimensién 1
correspondiente a este 2-cociclo.

Por lo tanto, ﬁffv hereda la graduacién principal de DN , es decir

DY =P DY),

JEZ

De aqui en adelante denotamos por

1 sines par
1) = 6.2
mpat {O caso contrario, (6.2)

para todo n € N, similarmente para §
el mayor entero menor o igual que s.

nimpar- Lambién denotamos por [s]

Observacion 6.1. (a) Las siguientes propiedades son satisfechas por 1’5‘]7\7 :
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(P1) (DY) es conmutativa,
(P2) sia€ (73(],\7)_] (j>0)y [a,(DY)1] = 0, entonces a = 0.

Observar que (P;) se sigue de la definicién de (ﬁf,v )o- (P2) se verifica
calculando el corchete

0=la, €q,q-1 — eN+2—q,N+1—q]a
SN ; N :
cona € (Dy)—j,jeN geN 1<qg< [7} + 5N,imparv bajo las
siguientes consideraciones:
e Sij=FkN, keN, seaqtal que 2 <gq< [%} +5Nimpar§
eSij=kEN+r ke N conl <r < N—1y suponemos que

1<r< [%} + 6N7 impar entonces ¢ es elegido en

N-—-r+1 r+2
e U] e

ysi %]+ 0y impar <7 < N =1, q es escogido entre

{2 <g< N‘;“}U{Q <g< [g] _(5r,impar}‘

Si ademéas N es impar y r par, o viceversa, también se necesita tomar el

valor ¢ = %, y si r es impar, debemos considerar también g = 1—;’"

(b) Ademds tenemos por Lemas 2.1y 2.2 que para toda subdlgebra parabélica
p de DY, p_j # 0, implica p_jy1 # 0 y p® definida por (2.1) es la

subalgebra minimal conteniendo a.

Sea p una subdlgebra parabdlica de ﬁ(]fv . Usando (5.4) y observando que
para cada entero positivo j existe un entero positivo k tal que j = kN +r =
(k+1)N — (N —r) con 0 < r < N — 1, podemos describir p_; como la
subdlgebra generada por:

pj= {Zﬁk (fi(D—k) €i itr — Ji(—D—) ent1—r—i, N+17i) s fi € fijy

l<i< [N+21_T]}

U {Z_(kH) <gi(D—(k+1)) ei,i-N+r — 9i(—D_(k11)) €2N+1—i—r, N+17i) :

2N—r+1}}

giell;y N—r+1§i§[ 5
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donde Iij y Li_j son subespacios de C[w]. Tomemos i tal que 1 < i <
(M=) | fi(w) € Iij, y gi(w) € Clw]. Computando el corchete

{Zﬁk (fi(D—k)eii+r_fi(_D—k)eN+1fi7r N+17i>a
gi(D)e;; — gi(_D)€N+1—iN+1—i]
para j = Nk con N > 2, vemos que I° ; satisface

A;Iij C Iﬂj, (6.3)
donde Aé- = {gi(w)w — gi(w — k)(w — k) : gz(w) € Clwl]}. Para j = Nk:f r
con N > 1, r # 0, como antes, vemos que I satisface (6.3) para A;- =

{gi(w —k)(w+ k) : gi(w) € Clw]}.
Ahora tomemos [ tal que N —r +1 < [ < [22H1=r] g (w) € Clw] y
filw) € Ll . Computando el corchete

[ (k+1) (fl( —(k1))eL1-N+r—fi(— D—(k+1))€2N+1—l—r,N+1—l)>

gi(D)ey 1 + Ql(_D)eN+lfl,N+1fl}
para j = Nk +r con N > 1, r # 0 vemos que Ll satisface

ALt It (6.4)

J7=J

donde Aé ={g(w—(k+1)(w—(k+1)): gi(w) € Clw]}.
Por lo tanto hemos probado lo siguiente.

Lema 6.2. a) Iij Y Ll_j son tdeales para todo j € N donde j = kN +r
con<r<N-1,1<:i< [%] yl<i< [21\745#]

b) Si Iij #0,y Ll_j # 0 entonces tienen codimension finita en Clw].

Demostracion. Observemos que si j = kN, con k € N, entonces Ai = Clw]
para todo i = 1,--- ,[NH "l ysij=kN-+r conr #0, entonces AZ

Aé- conl < < [N+21 T], =1, [2N+1 ], son subespacios tales que
contienen un polinomio de grado n para todo n > 1, probando la primera

parte. Parte (b) se sigue facilmente de (a). O

Ahora tenemos el siguiente importante resultado .
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Proposicién 6.3. (a) Todo elemento no nulo d € (ﬁév)_l que se escribe
como:

[%]—M,par

d= > fi(Do)eiit1— fi(—Do)en—i nr1-i

i=1

+ 0w parg(Doex w .y +2  h(D_y)en,1 € (DY),

donde cada fi(w), g(w) y h(w) son polinomios no nulos, tales que g y
h son polinomios impares, es no-degenerado.

(b) Sea d como en (a). Entonces
(D)6 = (D)1, d
= Span{fk—l (Do) (Dy)" (€k—1,k—1 — €k, k) +

fr (=Do) (=Do) (en11—k N+1-k — ENt2—k Nt2—k) :
N
k=2,..., [2] + O impar ¥ L € Z20 )

U5N,par{ 9(Do)(Do)" (6ﬂ N - 6%“7%“) :

2

r € Z=o, enteros impares yg € Clw] impar}
U {h(D_l + 1)(D1)m EN,N — h(D_l)(Dl — 1)m e1,1 :

m € Zx, enteros impares yh € Clw] impm“}.

Demostracién. Sea d € (DY)_1, como en (a), como cada fi(w), g:(w) y h(w)
es un polinomio no nulo, ng e Iij # 0 paral < ¢ < N —1y para todo
j > 1. Entonces por Lema 6.2 (b), parte (a) se sigue. Finalmente (b) se sigue
de calcular el corchete [d, a] con a = (Do) ek -1 — (—Do)  ento—k N+1-k ¥
k=2... [%] +5N,impar3 a = 0N, par (DO)"“e%_H, yya= z(D1)™e1, N con
l, 7, m € Z>q, 7, m enteros impares. ]

Resumiendo tenemos que las siguientes propiedades son satisfechas por 73(],\7 :
(Pr) (ZSC],V)O es conmutativa,
(Py) Siac€ (ﬁf,v)_J (j>0)y [a, (5(]}_\/)1] = 0, entonces a = 0,

(Ps) Sip es una suslgebra parabdlica no degenerada (DY), entonces existe
un elemente no degenerado a tal que p* C p.
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Observemos que (P3) se sigue de la proposicién 6.3 a) y el hecho que p es
no degenerada.

6.1 Caracterizacion de los modulos de peso maximo cuasifini-
tos de DY

Observemos que como DY satisface las propiedades (P1)-(P3) entonces le
podemos aplicar el Teorema 2.4 a g = D(J,V . Por lo tanto tenemos,

Teorema 6.4. Las siguientes condiciones en A € (DN)* son equivalentes:

(a) J\{(ﬁf,\[, ) contiene un vector singular avy € M(DY;\)_y,donde a €
(DN)_y es no degenerado;

(b) Eziste wun elemento no degenerado a € (ﬁév)_l, tal que
A((P)1.a]) = 0
(c) L(ﬁf,v;)\) es cuasifinito;

(d) Eziste un elemento no degenerado a € (ﬁév)_l, tal que L(TZJ,V; A) es el
cociente irreducible del médulo de Verma generalizado M(DY; pe, \).

Escribiremos M (\) y L(\) en lugar de M(YS(J,V, Ay L(?Sf,v, A) cuando no
exista ambigliedad.

Una funcional A € (ﬁf,v )¢ es descripta por sus etiquetas
A= —)\<(D0)l eii — (—Do)lent1-i, N+17i>

conl € Zsp,i=1... [g] + Oy impar ¥ 1a carga central ¢ = A(C). Consi-
deremos las series generatrices

! . N
Al({L‘) = Z ﬂAi,l 1=1... |:2:| + 5N,impar' (65)

=0

Recordemos que un cuasipolinomio es una combinacién lineal de fun-
ciones de la forma p(x)e®*,donde p(x) es un polinomio y o € C. Un cuasipoli-
nomio impar es una solucién de ecuaciones diferenciales no triviales con
coeficientes constates p(0¢) = 0, donde p(z) es un polinomio impar.

Tenemos la siguiente caracterizacion de los médulos de peso méaximo
cuasifinitos sobre ﬁf,v .
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Teorema 6.5. Un DY -mddulo L()\) es cuasifinito si y sélo si
Gi(z) =4 (Al(x)e% v Al(_x)e—%)

es un cuasipolinomio impar,

Fi(x) = Ag(z) — Apy1(2)

para k=1,..., [%] — ON,par, son cuasipolinomios, y si N es par
Ay (z) +Ax(-x)
Fﬁ (l’) = 2 B 2
2

es un cuasipolinomio impar.

Demostracion. De la Proposicién 6.3 (c¢) y Teorema 6.4 parte (b), tenemos
que L()) es cuasifinito si y sélo si existen polinomios (ménicos)

P n m;
h(zx) = Z cpr?tL g(z) = Z bez®* vy fi(z) = Z a;qz?
t=0 s=0 q=0
para i =1,..., [%] — 0N par, tal que para cada | € Z>o y r,m € Zxo,

enteros impares tenemos

A(R(D—1 + 1)(Dy)™ en.n — h(D_1)(D1 — 1)™e1.1) = 0,

ON par A (g(Do)(Do)r eEN N —EN ﬂ+1]> =0,

202 2t 3
y
A (fi(Do)(Do)l eii — fi(—=Do)(—Do) ens1—i N41-i
- <fi(D0)(D0)l ei+1,i+1 — fi(—Do)(—Do)" eN—i,N—i)) =0,
con i=1,..., [%] — On,par - Esas condiciones las podemos reescribir como
sigue,

p mt2t+l j

2t+1+m 1 .
g E Ct< . > <> (=1’ Aq 2t414m—j + h(1)c=0  (6.6)
=0  j—=0 J 2

con m € Zxo impar,

Z bSA%,25+2k+2 =0 (6.7)
s=0
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keZsg, r=2k+1,y

> i g (Ai g1 — Dig1,g11) =0 (6.8)
q=0
para todo i =2,..., [%] —dnpar ¥ | € Zzo. Sean
Y fw —1\?
Gi(x)= > F, donde F,=)_ )\ Al g
w par q=0

p2k+1

Fg(ff) = ZAg,QkH (k+1)!

k>0
y
Fi(z) = Ap(2) — Apsa (2)
para k=1,..., [ﬂ

3 } — dn,par. Es sencillo verificar que las ecuaciones (6.6),
(6.7) y (6.8) pueden ser equivalentemente reformuladas como sigue:

(tz: ¢ <$)2t+1> Gr(z) =0,
<§n: be <OZ>2SH> Fy(@)=0 y

s=0
mg d T
> () ) A =0
r=0
para k = 1,..., [%} — 0N par. Por lo tanto, L()) es cuasifinito si y sélo

si Fi(z) son cuasipolinomios y ademds Gi(z) y Fn son cuasipolinomios
2
impares. Por lo tanto el teorema se sigue. O

Observacion 6.6. Es facil ver que este resultado coincide con el caso N =1

estudiado en [10].

6.2 Relacion entre ﬁfrv y las algebras de Lie clasicas de rango
infinito de tipo A, By D

Sea O el algebra de funciones holomorfas sobre C introducida en la Seccién
5. Sea DNO el conjunto de todos los operadores diferenciales de la forma

{2 (f(Dr)ei,j — fF(—Dip)ens1—jni1-i) k€Z,1<i<j< N, fe€0},
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y en la diagonal opuesta,
{(Ff(Dp)ei nv1—i 1k €Z,1<i<N, f €O impar }.

Entonces el 2-cociclo ¢ en DY se extiende a un 2-cociclo en DNO. Sea
DNO = DNO 1 CC la correspondiente extensién central.

Consideremos el morfismo goLm] . DN - g&[:g] (resp. goLm] . DNO

gfgg ]) introducido en la Seccién 5, dado por la férmula (5.11), el cual es un

homomorfismo de 4lgebras de Lie. Restringiendo esos homomorfismos a DY,

obtenemos una familia de morfismos de dlgebras de Lie cp[sm] : DN gﬁgg}

(resp. (DNO), @Lm] . (DNO) — gégg]), es decir

Q! (Z’f (f (D) €, — f(—Dg) ens1—j, N+1—i)) _
k+1
::§:{f<_l+§3+8+%Ol%_mN4+UN<H1

lEZ

k+1
—f <l T s U) E(lfkfl)N+j, (ll)N+i:|

m
. kE+1 u”
=> [f( ) <—l t——+ 5) o1 Bk N=it1,IN—j+1

. E+1 u”
— (=1)" ™) <l 5 S> o1 Bak-nn+, (l—l)N+i] , (6.9)

donde 1 < ¢ < j < N y similarmente, en el otro conjunto de generadores

1
= fl-l+—7—+s5+ U> E—k)N—i+1,(1-1)N+i

i , k+1 U
= Z f( ) <—l + T + 3) ﬁ E(Z,k)N,iJrl,(l,l)NJri, (610)
r=0 l€Z ’

donde nuevamente, 1 < i < N, f es impar y f(") denota la r-ésima derivada
de f. Para cada s € C y k € Z, tenemos

, k+1
= {fEO:fw(n+;+8>=0y
. 1
@ <_n_k;—5> =0, paratodonEZ,iIO,u-,m};
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NEZ —{feO f es impar y

k
f()< +—2i_+3> =0, paratodon € Z,i=0,...,m}.
Sea

Jom _@{ F(Di)ei; = F(=Di)enajniii): felyy
kez

1<i<j< }@@{ 2* f(Dy) €zN+1z.f€ﬂ,mk}}-

Claramente observamos que

ker ™ = Jlml, (6.11)

Fijemos §= (s1,-++ ,sm) € CM talque s; —s; ¢ Zsii £ jysi+s; ¢ Z
para todo 4,j. También fijemos m = (mqy,--- ,my) € Z%. Sea g&[fg] =

[m]

oM, glsd" y consideremos el homomorfismo
[m] @@[ml] pNO g&@}.

Proposicion 6.7. Dados § y m como antes tenemos la siguiente sucesion
exacta de dlgebras de Lie :

El

i} A
0 — JIM — pNO F5y gl s,
donde J mJ[ml

Demostracion. Por simplicidad probemos esto para el caso M = 1. Por
las hipdtesis anteriores tenemos que m =m € Zsoy § = s ¢ Z/2. El caso
general es similar. Es claro que ker gogm] =J, s[m}. Para probar la surjectividad
recordemos que para cada sucesién discreta de puntos en C y enteros no
negativos t existe f(w) € O que tiene estos prescriptos como valores de
sus primeras ¢t derivadas en estos puntos. Como s ¢ Z/2, las sucesiones
{—14+ 5L + shez y {I — B — s}hiez son disjuntas, entonces la proposicién
se demuestra. O
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Ahora queremos extender el homomorfismo gme] : DN o gfgg ] (respec-

tivamente (p[sm] . DNO g&[:g ]) a un homomorfismo entre las extensiones
centrales de las correspondientes algebras de Lie. Observemos que estos
morfismos preservan la graduacién principal.

Introducimos la siguiente funcién, cf. [10],

el 4 (=1)Je~He\ 27 .
n;(@, pu) = < 5 ) > T (j €Z4,ne€C). (6.12)
Las funciones n;(z, ) satisfacen:

i (=, ) = nj(x, ), ny(x, —p) = (=1)n;(x, 1), mo(x, 1) = cosh(pz).

Ahora, observemos que la restriccién del 2-cociclo (4.2) a gogm} (DY) nos da
el siguiente 2-cociclo en DY con valores en R, :

m ' tj
W= o+ 3 004

j=1

donde el 2-cociclo 9 estd dado por (5.2) y los cociclos 95, y wgm) y estan
definidos en la Observacién 5.1. Por lo tanto las férmulas (5.6)-(5.8) implican
el siguiente resultado.

Proposiciéon 6.8. El homomorfismo goLM se extiende a un homomorfismo

’ . ~|Tm . .
de dlgebras de Lie 90[5 ! entre las correspondientes extensiones centrales como
sigue:

[m]

2oy, = ¢oy),  sii#0, (6.13)

~m] (D —zD
Ps " (e"P0e;; —e ™0 en i Np1—i) =

cosh(sz) — 1)

D —aD
= (e — e en i Ni1i) — <

sinh(%)
nj(x’s) j
_ A2, 6.14
<iom, sinh(%) ( )
gy =1. (6.15)
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El homomorfismo goLm] estd definido para todo s € C. Aunque para

s € 7Z/2, no es suryectivo. Esos casos son descriptos por las siguientes
proposiciones.

Proposicion 6.9. Para s = 0 , tenemos la siguiente sucesion exacta de
dlgebras de Lie:

fm]
0— Jm — DNO &y gl 0.

Demostracion. El homomorfismo gme] : DN = gﬁ([:;’] introducido en la

Seccién 5 dado por la férmula (5.11) es suryectivo. Recordemos que te-
niamos definido en DY la anti-involucién o dada por (6.1). Es facil ver que
esta se transfiere, via cp[sm], a una anti-involucién w : geL’Z}] — gd@ como
sigue:

w(ukEi,j) = (—u)kEl_j,l_i. (6.16)

Por lo tanto, la subélgebra de Lie de —¢ puntos fijos de DV, denotada por
DN | se mapea suryectivamente a la subdlgebra de Lie dada por el conjunto

]

de —w puntos fijos en gzL’Q ], la cual denotamos por JLTZ .
O

Proposicién 6.10. Para s = % , tenemos la siguiente sucesion exacta de

dlgebras de Lie:
[m]
0— JM — DNO 22 g 50

[m]

donde g ~ bs.' si N es impar y g ~ JLZ””]

st N es par.

Demostracion. Si N es impar reemplazamos w por
w(u'E; ;) = (—u)"ENy1-j N+1-i (6.17)

en la prueba de la Proposiciéon 6.9. El resto de la prueba es la misma.
Entonces, la subdlgebra de Lie de —o puntos fijos en DV, denotada DY, se
mapea suryectivamente al dlgebra de Lie de —w puntos fijos de ngZ} I,

Entonces es suficiente mostrar que w es conjugado por un automorfismo

T de geL’Z} I'a 1a anti-involucién que define EL@ I, Para esto, consideremos

T(UT E@j) =u" E%Jﬂ.’ %+j (618)

Es sencillo verificar que esta se extiende a un automorfismo del dlgebra g&@ }

que conjuga w a la anti-involucién que define B[ZZ? I Si NVes par, reemplazar

w por w(u"Ey ;) = (—w)"E1—j1- y T por T(u" E; ;) = u"En ., ~ ;. El
2 72

resto de la prueba sigue siendo la misma. O
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Observacion 6.11. (a) Para s =0y s = 1/2, en vista de las Proposiciones
6.9y 6.10, por un abuso de notacién, denotaremos nuevamente cp[sm] el
homomorfismo suryectivo de DY en EL@ o JL@ ] respectivamente, dado
por el viejo @Lm]compuesto con los correspondientes isomorfismos 1T°
introducidos en la prueba de la proposicién anterior.

(b) Para s € Z/2, laimagen de DY bajo el homomorfismo gogm} es Vg(X(L?])
donde v fue definidaen (4.1) ys=ssis € Zy X = b,obiens = s—1/2
sis€Z+1/2y X =bsi N esimpar, o X = d si N es par. Por lo
tanto s6lo consideraremos s = 0, 1/2 a lo largo de este trabajo.

Dados m = (mq,---my) € Z% y § = (s1,---,sp) tal que , s; € Z
implica s; = 0; s; € Z+1/2 implica s; =1/2y s; # £s; mod Z para i # j,
y combinando Proposiciones 6.7,6.9 y 6.10 , obtenemos un homomorfismo
de algebras de Lie

M
@2”] _ EBSOLTH . DéV N g[m] = @ij‘ilg[mi}’ (6.19)
i=1
donde
gAE[;:} sisé¢7Z/2,
dL@] sis=00s=1/2 yNpar.

Podemos probar la siguiente Proposicién con el mismo argumento que la
Proposicién 6.7.

Proposicion 6.12. El homomorfismo @Eﬁ]

- se extiende a un homomorfismo

suryectivo de dlgebras de Lie el cual es denotado nuevamente por gﬁgﬁ]

M
B = @ plm - BYO s gl
=1

6.3 Realizacion de modulos de peso maximo cuasifinitos de
NN
DO'

Sea g™ como (6.20), la prueba de la siguiente proposicién es esténdar ver

[6].
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Proposicién 6.13. El gl™-mddulo L (g[m], )\) es cuasifinito si y solo si un
numero finito de los *h,(;) son nulos, donde x representa a, b o d dependiendo

~

si gl es gﬂ([::], bLZL] 0 dé’ZZ].

Tomemos nuevamente m = (mq,---mys) € Z%, y un cuasifinito \; €
(g[mi])g para cada i = 1,--- M y sea L(g[mi], )\i) el correspondiente

g[mi]—médulo irreducible. Sea X = (A1, -+, An). Entonces el producto ten-
sorial
M
L (g[“ﬂ, X) -RL (g[mi], )\i) (6.21)
i=1
M
es un g™-médulo irreducible, con g™ = @g[mi}. El médulo L(g[m],X)
i=1

[m]

puede ser considerado como un DY- médulo via el homomorfismo Ve

y serda denotado por L?](X) Necesitaremos la siguiente proposicién. La
prueba de la misma es una adaptacién de la prueba de la Proposicion 4.3,
en [8].

Proposiciéon 6.14. Sea V un ﬁév—mo”dula cuasifinito. Entonces la accion
de DY en V naturalmente se extiende a la accion de (Dév)ko en V para todo

k # 0.

Demostracion. Reemplazando B = ad D? — k? por

1 1
B:ad[(DJrk;) ei i+ <D+k;—k> ej,j]
k+1
—ad [(—D — 2) EN41—j, N+1—j

k+1
+ (—D — + k) eN+1—i, N+1—i]

en la prueba de la Proposicién 4.3 en [8]. El resto de la prueba resulta la
misma. ]

Teorema 6.15. Sea V un gl™-mddule cuasifinito, el cual es considera-
do como un ﬁév—mo’dulo via el homomorfismo go[sfﬁ]. Entonces todo YS‘J,V—
submodulo de V' es también un g[m]—submo’dulo. En particular, los @(J,V—
mddulos L[gm](X) son irreducibles si § = (s1,---,sp) es tal que, s; € 7
implica s; = 0; s; € Z+ 1/2 implica s; = 1/2 y s; # +s; modZ para i # j.
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Demostracion. Sea U un 75(1,\7 -submodulo de V. Como V es cuasifinito en-
tonces U resulta un DY-médulo cuasifinito , entonces por Proposicién 6.14
la accién puede ser extendida a (DN?), para todo k # 0. Por Proposicién

6.12, el mapa <p[ il (DNO)k — (g™, es suryectivo para todo k # 0. Por
lo tanto U es invariante con respecto a todos los miembros de la graduacion
principal de (g["m)k con k # 0. Como g™ coincide con su lgebra derivada,
esto prueba el Teorema. ]

Ahora, mostraremos que en efecto todos los 13 -moédulos cuasifinitos
podemos realizarlos como ciertos LE}(A) para m € Z>0 y § € CM tal
que s; —s; ¢ Zsii # jy si+s; ¢ Z para todo 4,j. Por simplicicidad
consideraremos el caso M = 1 para calcular la serie generatriz A, 5 \(z) del
13;’,\7 -médulo L[sm]()\) de peso méaximo y carga central c.

Sea s ¢ Z/2. Usando la férmula (6.8), y el hecho que

Apsyi(T) == <A[m]( Do g, ; — 7m0 6’N+1—z‘,N+1—i)) , (6.22)

coni=1,---, [%] + 0y impar ¥ (4.4) tenemos que

Am s, A, 1 Z Z (l I)N—H( x)?“eat(l—s—%)

leZ r=0

ay (1)
/\lN i+1 refx (1-s—3) + Z ne(z, s Cr Co
7! sinh 3 z sinh%

(6.23)

Introduciendo los polinomios

Tenemos que

A s ni(®) = Ap sy iv1(z) = Z (61(17875) “9u-1)N+i(—7)
Iz
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€2 Am s a1(2) + € 2D 1(-T) =
m 2N-—-1

ZZZ( 12N+k‘|’5llcr>77r( —l+s+1)—co,

1eZ r=0 k=1
(6.25)

y si N es par también tenemos

ap T’ 1
m’87>\’%($)+Amvv ZZ h'( NT]T ($,_l+s—|—2>

1€Z =0
(6.26)
Ahora consideremos s = 1/2 y N par. Recordemos que por la Obser-

A

vacién 6.11 (a), en este caso tenemos que el morfismo cp[m] ﬁév — d es
en realidad el morfismo dado por (6.13)-(6.15) compuesto con T~ !, donde
T fue introducido en la prueba de la Proposicién 6.10. Usando esto, (6.22)
y (4.10) tenemos que

m d)\(r) d)\(T) 4
Z (l_ )N'H ( x)rea:l _ (Z_%)N_H'l wrex(—l-‘rl)

m,*>\’L T'

1>1 r=0

777" Ly 2 €0
+ Z sinh & " sinh g '

(6.27)
Introduciendo los polinomios
" T
Ygi(e) = dhz@ﬁ
r=0 )
Tenemos que
I4+1)x d
Am,%,)\,i(‘r) -A, m, 1A, i1(z) = Z (e(+ ) g(l+§)N+i(_x)
1>0
+e ! dQ(H%)Nﬂ'( )) )
(6.28)
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m. L
’2 ’ SRR
NS (40 1
dy (7 rd d
Z(%é)w dip (21 Ay = sy ) ) (%—l—g)
k=0 [>1 r=0
(6.29)
y
B 8+ 8y x(a) =303 (TR = 00N ) (o, 1+ 2).

1>1 r=0
(6.30)
Consideremos s = 1/2 y N impar. Recordemos que por la Observacion

6.11 (a) en este caso tenemos que el morfismo cp[ ml DN — b es el mor-
fismo dado por (6.13)-(6.15) compuesto con 71, donde T fue introducido
en la prueba de la Proposicién 6.10. Usando esto, (6.22) y(4.6) tenemos que

m b)\(") bA()
l—f)N—l-z r oz (l—f)N i+ _
A, 4 = O3 [ et - BN et

’27 ’
1>1 r=0

777“ Z, 2 (&)
+ Z sinh £  sinh g

(6.31)
Introduciendo los polinomios
m , :CT
FICED DR
r=0 ’
tenemos
l z b
Am,%,)\,i(x) - A ,2,)\ H—l( ) = Z (6( ) g(l+%)]\/’+i_%(_l‘)
1>0
—lz b
e g0y it i ))
(6.32)
y
€5 A, 151 (@) FeTEA 1 (—a) =
2N—-1 m ) 1
by (r rb b
> <h(l_§)N+k_1 dr0((=1)"" Ay 1 — )\%%D My <x, —l-3
k=0 [>1 r=0
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Finalmente, consideremos s = 0. Usando (6.22) y (4.10) tenemos que

d)\(T)
l 1) N+z r o(—1+31 IN—i+1 27 e -1
Ao, xi(® ZZ EDNF pyre(=ts) — (i-2)
[>1 r=0
Z (z,0)c, o
— sinh £ sinh £
(6.34)
Introduciendo los polinomios
m x,r,
dgt(l') _ 2 dhi(ir)ﬁ’
r=0 ’
resulta
A () — A . _ (I+3)z d ya
moxi(2) = Amonipi() = Y (elT2)7 dgy ()
1>0
-1\,
+el-t=3) dQ(l+1)N4($))7
(6.35)
e Apoa1(2) +e 20, 00 1(—2) =

2N-1

Z ZZ (dh N4 00 d)\%) — ¢ — 6,0 COD ne(x, —1)

k=0 1>1 r=0

(6.36)
y si IV es par, también tenemos
L = ST a0 L

Ao, 3 (@) + 8, 0 x(-7) = ;z—:o Rlnyn (:p l 2) . (6.37)

Ahora podemos realizar los D(J,V -médulos cuasifinitos de peso maximo i-
rreducibles cuasifinitos con carga central ¢ y series generatrices A;(z) tales
que

G1(x) = 4 (Di()ef + Ar(—a)e )

es un cuasipolinomio impar.

39



Fi(r) = Ai(z) — Aja(2)

para i = 1,..., [%] — On,par, son cuasipolinomios, y cuando N es par
también tenemos que

An(z)+An(—2x)
F%(ZL‘): 2 5 2

es un cuasipolinomio impar. Podemos escribir

Fi(z) = Zpiys(x)esx (6.38)

seC

con p; s(x) polinomios,

Gile) = Y03 anmy(as) (6.39)

seC j=0

Fy(e) =33 boynes) (6.40)

seC j=0
donde a,j, bs; € Cy as; # 0, bs; # 0 para sélo un nimero finito s € C.

Observacion 6.16. Como, por definicién de 7,, tenemos que 7,(z, —s) =

(=1)"n(x, s), para evitar ambigiiedades en las expresiones anteriores de

Gi(z) y Fn(x) , elegiremos el pardmetro s siguiendo las siguientes reglas:
2

cuando s € 7Z, requeriremos s < 0; cuando s € % + Z, requeriremos s < %;
1

cuando s ¢ 7Z/2, requeriremos que Ims > 0 si Ims # 0, 0 s — [s] < 5 si
s € R, donde por Im s denotamos la parte imaginaria de s y [s] el entero
mas cercano a s el cual no es mayor que s. Descomponemos el conjunto
{s € C:as; # O0paraalginj}|J{s € C : b,; # 0 para alginj}{J{s €
C : pis(xz) # 0} dentro de una unién disjunta de clases de equivalencias
bajo las condiciones: s ~ $ siy sélo si s = +§ (modZ). Elegimos un rep-
resentante s en una clase de equivalencia S tal que s = 0 si la clase de
quivalencia esta en Z, y s = % si la clase de equivalencia estd en Z + % Sea
S ={s,s —ki,s — ko, -} una de tales clases de equivalencia y tomamos
m = maxgecg{ms, My, degp; ¢}. Ponemos ko = 0. Es facil ver que si s =0 o

s =1 entonces k; € N.

27

Asociaremos a cada S el g™l —médulo L[;wn]()\g) del siguiente modo:
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o Sis¢ /2 sea

2N—1 " ) .
ZZ; ah(k]-—2)N+l + 01k Cr = 1 A—kjtst1,0y CO= 1 a0,0, (6.41)

o  _(dY
hk’jN—’i - <d$) pi,(fkj+5+%)(0)) (642)

ap(r) . o d\
h(k —1)N+i — (—1) (d:):) Di (k ._s_,)( ), (6.43)
y si N es par

az (r) _

Mi—1yn = 20krst b (6.44)

parar=0---myj=0,1,2,---

Asociamos a S el QZO’Z —mddulo L[Sm]()\g) con cargas centrales

ZZ < k N4 T hk N- z) +Z (ah(r) 1N T ON.par “hé?j%)N>

(6.45)
y etiquetas
)‘Y) = > ahEZ N4 T > ahk N—i
(kj—1)N+i>j kjN—i>j
a7 (r) ()
+0N,par Z h(k:j Ly + Z h(kj—l)N’ (6.46)
(kj—3)N>j (kj—1)N>j
donde 1" = h{" — ¢,6,0.
e Si s =0, ponemos
2N-1 .
(1 - 5kj70) Z dhg;)_l)]\u_l 5k]~,0 [dA%) — Cp — (577()0[) = Z Ak, r
=1
d AN
hagn+i = (1) { o ) Py gy 41 (0), (6.47)
h _ (L) 0 6.48
(k+)N—i = \ g pz‘,—kj_%( )s (6.48)
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y si N es par

dp () _
h(kj+%)N —21)_,6]__%’7" (6.49)

parar=0---myj=0,1,2---
Asociamos a S el dL’Z} | _médulo Lgn]()\g) con cargas centrales

d d 3 (r) dy () dy ()
Cr = Z Z ( hk: N+i T h(kj+1)N—i) + ; <5N7Par h(kﬁ%)N + hij>
J

(6.50)
y etiquetas
(r) _ dy (r) dp (r) d
VEEE D DI E D D 1 ARV S V¥
kjN+i>j (kj+1)N—i>j kjN>j
+0N,par Z dhék)+ LN (6.51)
(kj+3)N=j
e Sis= %, N par
< dp (1) (r) (r)
T rdy (T dy (7 r
(1 — 6k,.0) (Z dp (b N+k> 80,1 <(—1) A+ Ny = (1) cr>
1
= 0—k—L,
(6.52)
1
Co = 70,0, (6.53)
T d "
h(kj+ )N+@ ( 1) % Di kj+1(0) (6 54)
d d\’
h(kj-l—%)N—i = % Pi, —k; (0)7 (655)
(1= 8y,0) By = Ory0 A = 2610, (6.56)

parar=0---myj=0,1,---.
Asociamos a S el d2)—médulo L[gn]()\s) con cargas centrales

d d 1 (r) dp(r)  dp(r)
C’“‘ZZ( e+ W)+ (00

J

(6.57)
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y etiquetas

(r _ dy () dy (r)
CHEED DR (D Dl
(kj+1)N+i>j (kj+5)N—i>j
d (r dy, (r)
* Z u, Z h(kj+%)N'
kiN>j (k]-—i-%)sz
(6.58)
e Sis= %, y N impar, definimos
N
o (5 ) - (8
1
= Za_kj_%,T,
1
Co 1(107(), (660)
b r d ’
h(kj-&-%)N—&—i—% = (—1) Ir pi,kj+1(0)u (6'61)
b d\"
M s tyv-i-t = \ g ) Pi—ks (0, (6.62)

parar=0---my j7=0,1,2---.
Asociamos a S el b2 —médulo Lgn]()\g) con cargas centrales

bp, (r by (r) by (1)
ZZ ( RS A ) +Z B vy (6:63)

2

y etiquetas

(r _ by (1) by (7)
>‘j - Z h(kj+ YN+i—% T Z h(k +3)N—i—%
(kj+3)N+i—1>j (kj+3)N—i—1>j
by (1)
to2 vy
kiN+[5]
(6.64)
Denotamos por {si,s2, -+ ,sy} un conjunto de representantes de las

clases de equivalencia en el conjunto {s € C : ay; # 0 para alginj} (J{s €
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C : bs; # O paraalginj}U{s € C : pjs(xz) # 0}. Por Teorema 6.15 el

DN _médulo L?}(X) es irreducible para § = (s1,$2, -+ ,sp) tal que s; € Z

implica s; = 0, s; € Z —1—% implica s; = %, y 8; # £s; modZ para i # j.

Tenemos
Amvg’x(x) - Z Ami75iv>\i ('1:) y Cc= E CO(Z)
i i

Por Teorema 6.5 y resumiendo todo lo anterior hemos probado lo siguiente.

Teorema 6.17. Sea V un @f,v—mo/dulo de peso mdzimo cuasifinito e irre-
ducible con carga central ¢ y series generatrices A;(z) tal que

Gr(w) =4 (As(@)ef + Ay (—z)e F)
es un cuasipolinomio impar.
Fi(z) = Ap(z) — Apga ()
para k=1,..., [%] — ON,par, son cuasipolinomios, y si N es par

An .+ Ax(—x)
Fy(r) = —2 5
2

es un cuasipolinomio impar. Entonces V' es isomorfo al producto tensorial

de mddulos LLm]()\S) para diferentes clases de equivalencias S.

7 La subalgebra 231])\7 .

En esta seccion clasificamos los mdédulos de peso maximo cuasifinitos irre-
ducibles de la subdlgebra de Lie Dév . También los realizamos en términos de

la teoria de representaciones del dlgebra de Lie compleja gAE[;: ].
Consideremos la siguiente familia de subélgebras de DV (p € C[z]) :

D) =DVp(D)I,

donde I es la matriz identidad N x N. Denotamos por 1311)\7 la extensiéon cen-
tral de D;)V por un centro CC' de dimensién 1 correspondiente a la restriccién
del 2-cociclo 3. Observemos que cuando p(x) = x, denotaremos ﬁiv como
D{Y. Notemos que DY en [12] es denotado por W2.
Como [p(D)| = 0 para cualquier polinomio p, entonces ZSI]JV hereda la
graduacién principal de DN , es decir,
Dy = D@,

JEZ
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Observacion 7.1.  (a) Tenemos que las siguientes propiedades son satis-
fechas por D]],V :

(P1) (ZSZ],V)O es conmutativa,

~

(P2) sia e (D))_(j>0)y [a, (ﬁév)l] = 0, entonces a = 0.

Observemos que (P;) es inmediata de la definicién de (ﬁzj)v )o- (P2)
resulta de calcular el corchete

0=[a, p(D)eg+1,]
Conae(ﬁfyv)—j,yj,qu, 1<g¢g<N-1

(b) Por Lemas 2.1 y 2.2 tenemos que para toda subdlgebra parabdlica p
de DI])V , p_r # 0, implica p_r+1 # 0 y p* es la subalgebra minimal
conteniendo a.

Sea p una subdlgebra parabdlica de 23;3\7 . Usando el hecho que ﬁé\f hereda

la graduacién principal de DN junto con la férmula (5.4) y observando que
para cada entero positivo j existe un entero positivo k tal que j = kN +r =
(k+1)N — (N —7r)con0<r < N —1, podemos describir p_; como la
subalgebra generada por:
p—j = {Z_kfi(D)ei,i-‘rr Dhielly y i=1,-- ,N—T}

U (1 —6rp) {z_(kﬂ)gi(D) €ii—N+r: Gi € Li_j y i=N—-r+1,--- ,N}
donde Iﬂj y Lij son subespacios de p(w)C[w]. Dados fi(w) y gi(w) poli-

nomios en la variable w con g; € I j»eital que 1 <i <N —r, calculando
los corchetes

[fi(D)p(D)ei,z', 2R gi(D)esitr]

vemos que I* j satisface
A}Iz_j - I’_j, (7.1)
donde

A; = {fl(w — k:)p(w - k’) - 5r,0fi(w)p(w) : fl(w) € (C[U}]}

Fijamos [ con N —r +1 <[ < N. Dados f;(w) y g/(w) polinomios en la
variable w con g;(w) € L' ., computando el corchete

J
Ai(D)p(D)ers, 7 gi(D)ery nis| 5T A0,
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vemos que L' j satisface
17l l
donde

Ay = (1= 8r0) { fi(w = (b + 1) plw = (k+1)) : fi(w) € Clu]}.
Por lo tanto hemos probado el siguiente resultado

Lema 7.2. a) Ifj yLﬁj son ideales para todo j € N donde j = kN +1r
com<r<N-1yl<i<N—-7r, N—r+1<I<N sidegp<2.

b) Si Iij #0,y Llﬁ- # 0 entonces tienen codimension finita en Clw].
Demostracion. La prueba es analoga a la del Lema 6.2 O

Ahora tenemos el siguiente resultado importante.

Proposicién 7.3. (a) Todo elemento no nulo d € (D;,V),l que se escribe
como

=

—1
bi(D)ei iv1+t 'on(D)en 1

ISH
Il
i
i

=

a;(D)p(D)e; i1+t an(D)p(D)en,1 € (735 )_1
1

7

tal que los polinomios a;(w) son no nulos, es no degenerado.
(b) Sea d € (ﬁév),l como en (a). Entonces,
(D)5 = (D). d
= spcm{bj(D)Dlp(D) <ej+17j+1 — ej7j) :
j=1 N=1,1€Zs}
U {bN(D)Dlp(D —ew1 — by (D +1)(D + 1)'p(D)en. v
+p(—1)bN(0)C : e ZZO}.

Demostracion. Sea d € (2311,\7)_1 como en (a). Dado que cada a;(w) es un
polinomio no nulo, L]_Vj e Iij #0paral <i< N —1y para todo j > 1.
Entonces, por Lema 7.2 (b), parte (a) queda demostrada. Finalmente, parte
(b) se prueba computando el conmutador [a,d] con a = D'p(D)eji1,j +
tDlp(D)eLN,j:l...N—lylGZZo. O
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Resumiendo, tenemos que las siguientes propiedades son satisfechas por ZS}JDV :
(P1) (’Z/)\I])V)Q es conmutativa,
(P2) Siac (ﬁév)_j (j>0)y [a, (13]])\[)1] = 0, entonces a = 0,

(P3) Si p es una subdlgebra parabdlica no degenerada de ZSIJ,V , entonces
existe un elemento no degenerado a tal que p® C p.

Observar que (Ps3) se sigue de la Proposicién 7.3 a) y el hecho de que p es

no degenerada.

7.1 Caracterizacién de los médulos de peso maximo cuasifini-
tos de D)

Como 5117\7 satisface (Py), (P2) y (Ps), aplicamos el Teorema 2.4 a g = ﬁ{,v
Teorema 7.4. Las siguientes condiciones en \ € (13;,\7)* son equivalentes:

(a) M(YS}DV; A) contiene un vector singular avy € M(ﬁév;)\)_l,donde a€

(ﬁ}l)\/)_l es no degenerado ;

(b) Erziste un elemento no degenerado a € (DN)_1, tal que
A([DY)1,a)) =0

(c) L(ﬁé\[;)\) es cuasifinito;

(d) Existe un elemento no degenerado a € (731",\7)_1, tal que L(ZSJJDV; A) es el

cociente irreducible del médulo de Verma generalizado M(ﬁf,\[; peA).

Escribiremos M () y L(A) en lugar de M(ﬁi,v, Ay L(ZSI],V, A) cuando no
haya ambigiliedad.

Una funcional \ € (ﬁlj,v ) es descripta por sus etiquetas
Aji==A(D'p(D)eii) i=1,+ Ni 1€ Zng (73)

y carga central ¢ = A\(C'). Consideraremos las series generatrices

l
INGEDY %Ai,l i=1,...,N. (7.4)

=0

Tenemos la siguiente caracterizacién de médulos de peso maximo cuasifini-
tos sobre DI])V .
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Teorema 7.5. Un ﬁév—mo/dulo L(\) es cuasifinito si y sdlo si

A =p( ) 24,
Ai(z) = p <j> pi(z)(e” ;i);r @N(x)”

donde p;(x) son cuasipolinomios parai=1,--- N —1 y pn(0) =0.

Demostracion. De la Proposicién 7.3 (b) y Teorema 7.4 parte (b), tenemos
que L(\) es cuasifinito si y sélo si existen polinomios (ménicos)
bi(w) = p(w)a;(w), con i =1,--- , N tal que

A (bi(D)p(D)Dl [eit1,it1 — ei,i]) =0, para i=1,--- ,N—-1,
A (by(D)p(D = 1)Dler,1 = by (D + 1)p(D)(D +1)'ew, v ) +p(~1)b(0)c = 0.
para algin [ € Z>¢, o equivalentemente
0=\ (bi(D)p(D)e*P [ej1,i41 — €i4]) para i=1,--- ,N—1, (7.5)

0=\ (bN(D)p(D — e Pey 1 — by(D + 1)p(D)ex<D+l>eN,N) +p(—1)b(0)c.
(7.6)
Ahora, tomaremos I';(z) = >, b;x] una solucién de

Ai(z) =p (CZC) Ty(x).

Usando que A;(z) = —\ (p (%) ef‘Dem) y las identidades

f(D)exD =f (C;i) (exD), p(D)ex(D-i-l) _ exp(D)exD = e"p (d> eacD7

v () 1@ =p (4 1) st

las condiciones (10 3)y (10 4) podemos reescribirlas como sigue:

=X (bi(D Dleist it — €ii))

=) (bZ ( > ™D leivt i1 — €i,z‘]>
_ < dw) ( dw) [Ar1(e) — Ao)
NCIEH P
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<
(&)t (2 er(2) )
<

Por lo tanto, L(A) es cuasifinito si y sélo si existen polinomios a;(w) tales
que

d d d .
a; <d:z:) P (dx) p <d$> Ti(z) = Tiya(2)] =0 for i=1,--- N -1,
(7.7)
d d d .
ov(1)0(5)r (1) @Tv@ -Ti@+a =0 @9
Asi, L(A) es cuasifinito si y sélo si
Fi(x)_ri+1(x)’ para Z:L aN_la
e T'n(z) —Ti(x) +¢ (7.9)
son cuasipolinomios, probando el teorema. ]

Observacion 7.6. Es facil ver que este resultado coincide con el caso N =1
desarrollado en [7].

Denotamos por

E(l’) = Fz(x)_rl+l($)’ para ,L:]-a ’N_l’

Fn(z) = € Tn(z)—Ti(z)+c (7.10)
Entonces cada unos de los cuasipolinomios Fj(z) (i = 1,---, N) podemos
escribirlos en la forma

Fi(x) = pip(x)e™, pis(x) #0, piy € Cla, (7.11)
reC

49



donde estas expresiones son tnicas. Los nimeros r que aparecen en (7.11)
son llamados los ezponentes del D]],V -médulo L(N).

7.2 Relacién entre DY y gAKEZ]

Definimos una completacién DIJ,V O de D;,V que consiste de todos los opera-
dores diferenciales de la forma

{(Z*f(D)p(D)e;s,; :k€Z,1<i,j <N, feO}.

Entonces el 2-cociclo 1 en D;)V se extiende a un 2-cociclo en ngv O, Sea
ﬁév © = D]],V O @ CC la correspondiente extensién central. Entonces tene-
mos la graduacion principal de ZSIJ,V 0= @lez(ﬁzj,\/ 9); por restriccién de la
graduacién principal de DNO,

En lo que sigue, supondremos que p(z) = x, ie consideraremos el dlgebra

N . Usaremos la notacién DN DN and DN O DN o

Dado s € C, tenemos el morfismo go[ ] introducido en (5.11). Re-
stringiendo esos homomorfismos a Do , obtenemos una familia de homo-

morfismos de dlgebras de Lie gp[sm] : DY — g&[fg] (resp. a DY°, go[sm] :
DYO — gzL’Z} ]), mas precisamente
<P[sm1< f(D Dez]) Z f(=l+s+u)(=l+s+u)Eq pN_it1,IN—j11-
leZ
(7.12)

Este homomorfismo preserva graduacién y se extiende a un homomorfismo

5lm]

s © entre las correspondientes extensiones centrales de la siguiente manera

(cf. [4]):

d [e® -1 T giest i
5lm] D, y_ m D, y_ % E i
i (DetTeii) = @i (De i) dr \ e* —1 i j=1 et =147

Pm(C) =1 € Ryp. (7.13)

s
Observacion 7.7. Sea s € Z y denotamos por gégg}s la subélgebra de Lie
de gzLﬁ}] generada por {Fsn_it1,sN—j+1 @ ¢ # 1,---Nyj #1,--- , N}
con entradas en R,,. Sea gAﬂ[m} la correspondiente extensiéon central por
el centro C. Observemos que g€[ " es naturalmente isomorfo a gﬁ@

0,8
D ﬂ[ ™ — géio}s el mapa proyeccién. Si s € Z, redefinimos @Lm] por el

homomorfismo p o ¢L ml DN — gﬁ[ "

. Sea
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Dados 5= (51, ,sy) € CM y i = (my,--- ,mp) € Z2), tenemos un
homomorfismo de algebras de Lie sobre C :

A[m] @ (ﬁ[mz] DY - g @ g[mz]

i=1
donde g5, © = gA&[ZZ] sis; @7,y gs; " = gﬁ[oo sl si s; € Z. La prueba de la
siguiente Proposicién es similar a la de la Proposicién 3.1 en [8].

[7]

Proposicién 7.8. El homomorfismo @ se extiende a un homomorfismo

Slm]

[mz} [m’b]

de dlgebras de Lie sobre C, el cual también se denota por o
sl . pNO [72]
Yz Py — 8z -

2]

El homomorfismo @ es suryectivo si se satisface que s;—s; ¢ 7 para i # j.

7.3 Realizacion de los mdédulos de peso maximo cuasifinitos

de DY
Retornamos al dlgebra de Lie compleja g[sm], definida por g[s m _ gﬁ[m]
s¢Z, yg[ ]—gégg]ssisez.
Dados § = (s1, - ,sm) € CM y m = (mq,---my) € ZY), tomemos

un cuasifinito A; € (ng Z]> para cada i =1,--- , M y sea L (gL:””, )\i) el
[m]

correspondiente gg; *'-mddulo irreducible. Sea X = (M, -+, An). Entonces
el producto tensorial
B M
L (o.X) = @ L (g, X) (7.14)
i=1
es un gL | -médulo irreducible, con g @g[ml . El médulo L(ggﬁ], X)

puede ser considerado como un D}- modulo via el homomorfismo <pgm], y

sera denotado por L?](X) Necesitaremos la siguiente Proposicion.

Proposiciéon 7.9. Sea V un ﬁév—mo’dulo cuasifinito. Entonces la accion de
DY en V naturalmente se extiende a la accion de (Dév)ko en V' para todo

k#0.
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Demostracion. Reemplazando B = ad D? — k? por B = %ad(D%m' + (D +
k)%e; ;) en la prueba de la Proposicién 4.3 in [8]. El resto de la prueba es la
misma. O

[m]

Teorema 7.10. Sea V' un gz -mddulo cuasifinito, el cual es visto como un
DO -modulo via el homomorfismo go[ 7l Entonces todo ﬁév—submo’dulo de V
es también un g[ | _submddulo. En particular, los ﬁév-mo’dulos L?](X) son
irreducibles si § = (s1,--- ,sp) es tal que, s; € Z implica s; = 0; s; € Z+1/2
implica s; = 1/2 y s; # £s; mod Z para i # j.

Demostracion. La prueba es analoga a la del Teorema 6.15. 0

Por Proposicién 6.13 aplicada a ng} y Teorema 7.10, tenemos que los
D{Y-médulos LLT] (X) son médulos de peso méaximo cuasifinitos irreducibles.
Usando las férmulas (7.12) y (7.13) es facil calcular las series generatri-
ces A _')\z( x) = Y ,50Qin (2" /nl) de los @év—médulos, L[sfn](X) de peso

maximo y carga central c¢. Tenemos

_ lN AIN—it+1 ! zPe™
A5 54(@) =~ ZZ HhaPelh CO+Z€x_1p|
1€Z p=0
(7.15)
c=co (7.16)

A sl Z mysi (@) e= Y cold)- (7.17)

Introduciendo los pohnomlos
a@) =3 n (ke ), (7.18)

tenemos que (7.15) podemos reescribirla como sigue:

Amg Z (ZZ glN H—t( )_CO> (7.19)

leZ t=1

Maés atin, notemos que

52



d —
A 5i(®) = B g5 (@) = dx (Z el g”\”(x)) ’ (7.20)
leZ
para ¢ = 1---,N — 1. Observemos que estas férmulas implican que los
modulos de peso maximo cuasifinitos irreducibles L (Dév , X) podemos obte-
nerlos de una tinica forma. Ma4s precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.11. Sea L = L (ﬁév, )\) un modulo de peso mdzximo cuasifinito

irreducible con carga central ¢ y series generatrices A;(x), tal que

Aila) ~ Aia(a) = CRw) i=1 N1
N Fy(z)—c
An(a) = % (zijﬁ 1) )

donde Fi(z) son cuasipolinomios y Zf\il Fi(0) = ¢ (ver la prueba del Teo-
rema 7.5 y (7.10)). Escribimos Fi(z) = > cc pir(v)e"™ donde p;,(x) son
polinomios no nulos. Descomponemos el conjunto de exponentes {r} en una
union disjunta de clases de congruencia mod Z. Sea S = {s,s — ki,s —
ka,---} una de tales clases de congruencia, sea m = mazrcgdegp;r(z) y
hlE:Z«)N—i = (d/dz)'p; s, (0), para i = 1,2,--- ,N. Asociaremos a S el ng]—

modulo L[Sm]()\g) con cargas centrales,
— ()
G = Z e N —is
kyN—i
y etiquetas

A )
)‘z(]) = Z (hl(ciN—i - Cj(s(err&i,N)Nfi) :
(kr+3;,n )N—i>l

Entonces el ﬁév-mo”dulo L es isomorfo al producto tensorial de modulos
LLm](AS) para ciertos S.

Demostracién. El producto tensorial L' de todos los médulos LLm]()\S) es
irreducible debido al Teorema 7.10. Resta que probemos que L’ tiene el
mismo peso que L. Esto se deduce del hecho que —A;(x) es el valor del peso
méximo en De*Pe; ;, vy de la utilizacién de las férmulas (7.15)-(7.20). O
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8 La subalgebra 236\,%

En esta seccién clasificamos los mdédulos de peso maximo cuasifinitos irre-
ducibles de la subdlgebra de Lie de tipo simpléctico D};. También los rea-
lizamos en términos de la teoria de representaciones del dlgebra de Lie com-

pleja gAfE: ] y la correspondiente subalgebra de tipo C.
Consideremos

&(zkf(D)DeiJ-) = —Zkf(—D - k:)Dej,i,

la anti-involucién correspondiente a aquella que define la subalgebra con-
forme de gcy .y de tipo simpléctico citada en [14]. Esta anti-involucién no
preserva la graduacién principal de Dév . Sin embargo, esta es conjugada por
el automorfismo 7(2*f(D)De; ;) = 2*f(D)De; n11—; a la siguiente anti-
involucién

7(" f(D)De;j) = =2"f(=D = k) Deny1-jnr1-i; (8.1)

donde k € Z. Observemos que esta coincide con la anti-involucién de Bloch
en el caso N=1 cf. [2].

Denotamos por Dé\f 5 la subdlgebra de Lie de Dév que esta formada por
el conjunto de los —a-puntos fijos.

Recordemos que en la Seccién 5 se denoté Dy, = D + k—;l De acuerdo a
esta notacion, tenemos que un conjunto de generadores de esta subalgebra
es

(% (F(Dy-1)Deins1—j + f(=Dy_1)Dejni1-i) -

keZ, feClz],1<i<j<N}
: (8.2)

junto con los generadores en la diagonal opuesta
{*f(Dr-1)Deins+1-i + k € Z, f € Clz]par, 1 <i < N}.

Denotamos nuevamente por ¢ la restriccién del 2-cociclo en (5.3) a Dé\%.
Sea ﬁé\f& la extensién central de D(J)\f& por el centro de dimensién uno CC
correspondiente al 2-cociclo anterior. Por lo tanto ﬁév 5 hereda la graduacién

principal de Dév , es decir,



Observacion 8.1. Tenemos que las siguientes propiedades son satis-
fechas por Dé\f 5

(Pr) (13(1)\775)0 es conmutativo,

(Py) Siac€ (ﬁé\j&),j (j>0)y [a, (13(])\7[5)1] = 0, entonces a = 0.

Observemos que (P;) es inmediato de la definicién de (ﬁéY&)o. (P2) se
verifica al calcular el corchete

0=la, Degi1,4+ Denti-g,N—q);
con a € (ﬁéYa)_j; j, €N 1<qg< [%] — dn,par, bajo las siguientes
consideraciones :
e Sij=kN, k& Zsg,seaqtal que 1l <q< [%] — ON,par;
eSij=kN+r k € Zsg,con 1 <r < N — 1y suponemos que
1<r< [%] — On,par entonces g es elegido en

{2§q§¥}u -

y si [%] —On,par <7 < N — 1, q es seleccionado entre

N TN UO <as D5 ovpart te = N -1},

Sea p una subdlgebra parabdlica de D07 5. Usando (5.4) y observando que
para cada entero positivo j existe un entero positivo k tal que j = kN 4+r =
(k+1)N — (N —r) con 0 < r < N —1, podemos describir p_; como la
subélgebra generada por:

{2<¢<

pj = { (fz( ~(k+1)) €i,itr + fil=D_(k11)) ENF1-r—i, N+1—i> :

f; el <Z,<[N+1—r]}

fi1<i< 5
U {Z_(kH) <gi(D—(k+2)) €i,i—N+r + gi(—=D—(k+2)) €aN+1—i—r N41—i : )
; . 2N —r+1
g ell,, Nor+1<i< [2} }

donde Iij y Li son subespacios de wC[w]. Tomemos i tal que 1 < i <
(A=) f(w ) eI';,y gi(w) € Clw]. Calculando el corchete

[ (fz( —(kt1)€i,i+r+ fi(—D (k+1))€N+1—7;_r,N+1—z‘),

9i(D-1)De; ; + gi(_D—l)DeN—',-l—i,N—f—l—z}
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para j = Nk con N > 2, vemos que I* ; satisface

ATt C T (8.3)

gt=i ="t=p
donde Aé = {gi(w)w — gi(w — k)(w — k) : gi(w) € Clw]}. Para j = Nk +
rcon N > 1, r # 0, como antes, vemos que I’ satisface (8.3) para
A ={gi(w —k)(w + k) : gi(w) € Clw]}.
Ahora tomemos [ tal que N —r+1 <1 < [m%} , gi(w) € Clw] y
fi(w) € Ll . Calulando el corchete

[ (k+1) (fl( —(k+2))€1,1-NrHfi(=D (k+2))62N+1717r,N+171)7

9i(D_1)Dey; + gi(—=D-1)Deni1-1, Ny1-1
para j = Nk+r con N > 1, r £ 0 vemos que Ll_j satisface

AL, crt, (8:4)

donde Aé ={g(w—(k+1)(w—(k+1)): gi(w) € Clw]} . Por lo tanto hemos
probado el siguiente resultado:

Lema 8.2. «a) Ii yLl-son ideales para todo j € N donde j = kN +r
on0<r <N -1y 1 <0< [¥] 1< [Bgr].

b) Si Iij #0, vy L_j # 0 entonces tienen codimension finita en Clw].
Demostracion. La prueba es analoga a la demostracién del Lema 6.2. O
Ahora tenemos el siguiente importante resultado

Proposicién 8.3. (a) Todo elemento no nulo d € (ﬁé\%)_l que se escribe
como

[%]—M,par

d= Y filD-1)Dei i1+ fi(=D_1)Den_i N41-i
i—1

+ 5N,pa7‘f<D—1)D€%’%+1 + t_1h<D_2)D€N71 € (DéY&)_l,

tal que los polinomios fi(w), f(w) y h(w) son no nulos y ademds f y
h son polinomios pares, es no degenerado.
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(b) Sea d € (ﬁé\f&)_l como en (a). Entonces
(DY) = (D)1
= Spcm{gk (D) D (D) (exs1, k41 — €k k) +
gk (=D) D (=D) (en— k. Nk — €N+1-_ k. N+1-k) :

N
k?:]. 7|:2:| —6N7pa7’yl€Z>0}

Ubnpar{ 9D (e, = ey 1)
e

Z>o, pary g € Clw]es impar}
U {h(D_1)D(Dl + (=D =11+ h(—~D_1)D((D — 1)}

+(=D)Yen N :1 € Zso,par y h € Clw] es par}

]
donde gy(D) = fu(D)D + fy_1(~D)D con k =1, . [¥] = 6x par y
9(D) = f(D)D.

Demostracion. Sea d € (73(])\’75)_1 como en (a). Ya que cada f;(w), f(w)
y h(w) es un polinomio no nulo, L]Yj e Iij # 0 paral < i < N —
1 y para todo j > 1. Entonces, por Lema 8.2 (b), parte (a) queda de-
mostrada. Finalmente, parte (b) se verifica al computar el conmutador |[a, d]
cona = (D_1)'D ek+17k+(—D,1)lD eNt+1—k, N—kconk =1... [%] — 06N, par;
a = N par (D_l)TDe%_FL Ny a= t(Do)™Dej nconl,r,meZsgyr,m
enteros pares. OJ

Resumiendo tenemos que las siguientes propiedades son satisfechas por ﬁév 5t
(P1) (ﬁ(])\’[(-,)o es conmutativa,
(P2) Siac (D 5)—j (1>0)y [a, (ﬁé\%)l] = 0, entonces a = 0,

(P3) Sip es una subdlgebra no degenerada de ﬁé\fﬁ, entonces existe un ele-
mento no degenerado a tal que p® C p.

Observar que (P3) se sigue de la Proposicién 8.3 a) y el hecho de que p es
no degenerada.
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8.1 Caracterizacion de los médulos de peso maximo cuasifini-
NN
tos de Dy,

Teorema 8.4. Como 136\775 satisface (Py), (P2) y (Ps), las siguientes condi-

ciones en A € (D))" son equivalentes:

(a) M(ﬁé\fa; A) contiene un vector singular avy € M(ﬁé\fa; A)_1,donde a €
(25(])\,[5)—1 es no degenerado ;

~

(b) Existe un elemento mno degenerado a € (Dé\,[&)—h tal que
A([DF)1.a]) = 0
(c) L(ﬁé\%;)\) es cuasifinito;

(d) Eziste un elemento no degenerado a € (ﬁé\j&),l, tal que L(ﬁé\;-,; A) es el

cociente irreducible de un mdédulo de Verma generalizado M(ﬁé\fﬁ; peA).

Escribiremos M (A) and L(\) en lugar de M(ZS(J)\%, Ay L(ﬁé\f&, A) mien-
tras no haya ambigiiedad.

Una funcional \ € (13(])\[ 5)6 es descripta por sus etiquetas
A= *)\<D1D e, i + (*D)1D6N+171,N+14>

conl €Zzp,i=1... [%] + O impar Y 1a carga central ¢ = A(C). Conside-
remos las series generatrices

! . N

>0

Tenemos la siguiente caracterizacién de los modulos de peso maximo cuasifini-
HN
tos sobre Dy ;.

Teorema 8.5. Un ZSéY&—mo’dulo L(\) es cuasifinito si y sdlo si

Ch(z) = (Cli - ;) e 5 A (2) — (CZC 4 ;) ¢5 Ay (—2)

con G1(x) un cuasipolinomio par,

Ap(@) = Appr(z) = Fi(2)
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es un cuaszpolmomw Yy
(— ))

Demostracion. De la Proposicién 8.3 (c¢) y Teorema 8.4 parte (b), tenemos
que L(\) es cuasifinito si y sélo si existen polinomios (ménicos) gx(z), g(x) y
h(z) con g(x) polinomio impar, h(x) polinomio pary k =1-- [%] dN,par,
tal que

para k=1,..., [%] — dN,par, donde cada Fy(x)
An(z)—A
F% (x) = 0N par 2 5

donde Fn (z) es un cuasipolinomio impar.
2

M\Z

A(cosh(D —1/2)h(D —1/2)(D — 1)Dey 1—
cosh(D +1/2)h(D +1/2)(D 4+ 1)Denn) =0, (8.6)

A (gr(D)De™ [epi1 k1 — enl
+ gi(=D)De ™™ [en_p.N—k — eNt1-kN+1-k]) =0 (8.7)
con k= 17..., [%} —5N7par y

272

ON par A (g(D)D cosh(zD) |:€ﬂ N — e%+17%+1]> =0 (8.8)
Usando (8.5) junto con las identidades

s =1 (1) (D), pD = D) = ety () b,

e*p (;‘;) f@) =p (di - 1) e f ()

y el hecho que g es un polinomio impar y h es un polinomio par, podemos
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reescribir las condiciones (8.5)-(8.7) como siguen:

0 = A (cosh(D —1/2)h(D —1/2)(D —1)Dey1—
cosh(D + 1/2)h(D +1/2)(D + 1)Dey n)

()Y
(L) (oD
PEE DG e
(D) (D a )

1 d 2 1
_ 1 a a1 ©(D—1/2) | —a(D—1/2) B
2 h <dx> (dx2 4> A ((6 te ) L
(emwﬂ/z) i e—x<D+1/2>) eN’N)
1 d 2 1
- = o« &+ —x/2( xD _ _—aD
2 h (dﬂc) (dx2 4> A (e (e ery—e en.N)
—GI/Q(GIDGNJ\/' - efacDeLl))
1 d d 1
- B w4 —x/2 xzD —xD
5 h <dm> A <<d:c 2> e (De*™e11 + De EN,N)
— i —1—1 ex/Q(DexDeNN—i-De_xDel 1)
de 2 ' '

(@D (e acn),

(8.9)
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0 = M(ge(D)De™ [egi1 1 — k]

+ gi(=D)De P [en_k. Nk — eNt1—k N+1-k])

d
= A (gk (dw) De*P [e 1111 — en i)

d _
+ gk <dm> De~*P [eN—k,N—k - €N+1—k,N+1—k]>
d D —xD
= A gk e [De ek+1,k+1 + De eka,N*k}
d zD —xD
— gk e [De ek + De €N+1—k,N+1—k]

= —q <CZC> (Agt1(z) — Ag(z)) (8.10)

0 = A(g )D cosh( :UD)[ _€%+1,%+1D

( < ) ( ) cosh(eD) ey x ~ egﬂvgﬂ])
A

Il
>

1
2

1 d
_ = xzD —x
= 29 T )\(De e%,%—l—De EN 1 N4
De ®Pey v —De"Pey , n )
207 Lyl

dx 2
(8.11)
Por lo tanto, L(\) es cuasifinito si y sélo si existen polinomios gi(x), g(z) y
h(z) con g(x) polinomio impar, h(z) polinomio par y k = 1--- [5] —6n par.
tal que

0=h <CZ;> ((di - ;) e 2 A (z) — (CZ + ;) e%”Al(—a:)> . (8.12)
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= Ok <ddz> (Apy1(z) — Ap(x)), (8.13)

d Ag Q(-.%’)
oo (1) 208500 -
Entonces G1(z) = (& — 1) e 2 A (z) — (L + )e2A1( x) es un cuasipoli-
nomio par, Fi(x) = Appi(x) — Ag(z ) son cuasipolinomios y
N An(z) —An(— ))/2 es un cuasipolinomio impar. O
2 2 2

Observacion 8.6. Es facil ver que este resultado coincide con el caso N =1
desarrollado en [3].

8.2 Relacion entre @é\’ 5 ¥ las algebras de Lie clasicas de rango
infinito de tipo Ay C

Similarmente como en las secciones anteriores, definimos una completacién
Dy'5 NO de DO 5 que consiste de todos los operadores diferenciales de la forma

{" (f(D—1)De;,j + f(=Dy—1)Dent1-jnt+1-i) Kk €Z,1<i<j< N, f € O},
y en la diagonal opuesta
{zkf(Dk,l)De@N_H_i :k€Z,1<i<N, feO polinomio par }.

Entonces el 2-cociclo ¢ en D} 5 se extiende a un 2-cociclo en Dy'z NO . Sea

Dévgg = DY @ CC la correspondiente extensiéon central. En este caso

obtenemos la graduacién principal D)s = @ey (Dévég ) por restriccion
’ k) k

de la graduacién principal de ﬁ(])\/ o

Dado s € C, consideremos el morfismo introducido en la Seccién 5, dado
por (5.11). Restringiendo esos homomorfismos de algebras de Lie a Dé\f&,
obtenemos una familia de homomorfismos de algebras de Lie

[m] : D'y — gé[ “ (resp. a D()a ) ¢L ml Dé\? — geL@]) es decir:
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@Lm} (Zk (fl(Dk_l)D €i,;+ fi(=Dy_1)D EN+1—j, N+1—i)) =

k
= [fi <—l to st U> (=l + s+ u) B p)N—it1,IN—j+1
zZ

k
+f; <l — 5 — 5 — u) (—l + s+ u) E(l_k_l)N—I—j, (l—l)N+z’:|

il r k —l+ s)u" +urt!
= Z [fi( ) (—l + 5 + 3) ( )7,, B k)N—it1,iN—j+1
~ !

k s> (=1 + s)u" +u 1
2

Eq k-1)N1j, (l—l)N—l—z} ;

(8.15)

r!

donde 1 < i< j < Ny f() denota la r-ésima derivada de f. Similarmente,
en el otro conjunto de generadores

‘:DLm} (Zkfi(Dk_QDei,N_*_l_i) =

k
= Z fi (—l to s u) (=l +s+u)Eq_g)yN—it1,1-1)N+i

ez
i r k —l+ s)u" +urtt

= Z Zfi( : <—l tot 5) ( )T, Bk N—it1,(1=1) N+is
r=0 l€Z '

(8.16)

donde al igual que antes, 1 <7 < N, f es un polinomio par y f (") denota la
r-ésima derivada de f. Para cada s € Cy k € Z definimos

IE’Z] = {fe(’):f(r)<n+§+8):0y

k
f(T) <—n—2—s> = 0, para todo nEZ,r:O,...,m}

ﬂsiz]:{fe(’):fespary

£ <n+§+s) =0, para todo nGZ,rzO,...,m}.
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Sea

[m] —@{ f(Dr—1)De;j+ f(— Dk—l)DeNHfj,NHﬂ-) L fe Ig;z} v

kEZ
I<i<j< }@@{Zka‘ 1DezN+1 z-fe }
keZ
Claramente tenemos
ker o™ = jlml, (8.17)

Fijemos 5= (s1,++ ,sp) € CM talque s, —s; ¢ Zsii#jysi+s; ¢ Z
[m] _

para todo i,j. También fijamos m = (mq,--- ,mys) € Z%. Sea gl

EBM 1 gf[oo i y consideremos el homomorfismo
EB@W]Iﬁ?—%M@-

Proposicion 8.7. Dados § y m como antes tenemos la siguiente sucecion
exacta de dlgebras de Lie.

m,g

hS)

0 — JI" — DO gt — 0,

donde JL m ﬂJ[m’

Demostracion. Por simplicidad, igual que en las otras secciones, probaremos
esto en el caso M = 1. Asi tenemos que m =m € Z>oy § = s ¢ Z/2. El
caso general es similar. Es claro que ker go[ ml _ s[m]. Para la suryectividad,
recordemos que para cada sucesién discreta de puntos en C y enteros no ne-
gativos t existe f(w) € O que tiene como valores prescriptos de sus primeras
t derivadas a esos puntos. Como s ¢ Z/2 las sucesiones {—[ + g +shezy
{l— % — s}iez son disjuntas, entonces la Proposicién queda demostrada. [

Ahora extenderemos el homomorfismo go[sm] : Dé\f s — geLZ? ] (resp. cp[sm] :

Dé\? — g&[)@ ]) a un homomorfismo entre las extensiones centrales de las
correspondientes algebras de Lie . Estos homomorfismos siguen preservando
la graduacién.

Recordemos las funciones que se introdujeron en la Seccién 6

m@mﬁ=< 5 i

(j €Zy,ueC). (8.18)
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Tenemos lo siguiente.

[m]

Proposicion 8.8. El homomorfismo ps ° se extiende a un homomorfismo

slm

de dlgebras de Lie pg I de las correspondientes extensiones centrales como
sigue.

ey, = oy, sid#0, (8.19)

pil (e"PDeii+ePDenyriniii) =

dx sinh(%)

_1 _ z
chm]( =D €;i+ e P D €N+1—z’,N+1—i) - 4 ((COSh ((S 2) x) cosh (2)>

77]'(56, 5) W

- sinh(Z)" |

1<gsm,

pmlc) =1. (8.21)

Demostracion. La prueba es analoga a la prueba de la Proposicién 6.8. [

[m]

El homomorfismo s - es definido para todo s € C. Asf es fécil ver que
si s € Z/2, ya no es suryectiva. Esos casos los podemos describir por las
siguientes Proposiciones.
tenemos la siguiente sucesion

Proposicion 8.9. Para s = 0 y s = % ,

exacta de dlgebras de Lie.

0— Jm ]—>DNO% C —0.

donde C ~ 5@.

Demostracion. Primero consideremos s = 1/2. El homomorfismo
cp[sm] D(]]V — gﬂ[o@’} introducido en la Secciéon 7 es suryectivo. Recorde-
mos que definimos en D) la anti-involucién & dada en (8.1). Es facil ver
que esta se transfiere via el cp[sm], a una anti-involucién w : g&[fg] — g&@

como sigue:

w(u® —(1/2+m)u" ) By ) = (—u)* = (1/2+n)(~u)* ) Ei_j1-) (8.22)
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para k> 1dondei=nN+¢q; j=mN +qconl<gq,qg<N.

Por lo tanto, el algebra de Lie de —o puntos fijos en Dév , lamada Dé\f 5
se mapea suryectivamente al algebra de Lie de —w puntos fijos en geL’Z} !
Entonces es suficiente mostrar que w es conjudada por un automorfismo 1T°
de gfgg ] a 1a anti-involucién que define EL’Z? !

Para esto se define

T(u™ Eiiv1) = (m+1/2) u™ E; i
T Eiipq) = (W — (m+1/2) ul) Eijpq for0<i<m—1

m -1 m
T(u™ Eiy1) = n=1/2) (=)™ Bt
1
Ly — (=) B <l<m-—1.(8.
T(u' Eit1,) gy 1/2)( u)' Eipq; for 0 <1 <m—1.(8.23)

dondei+1=mN+q,i=nN+gconl<gq,g<N.Essencillo verificar que
esta se extiende a un automorfismo del dlgebra asociativa gﬁgg ]

w a la anti-involucién que define Cqo.

que conjuga

Ahora, consideremos el caso s = 0. Aqui, el homomorfismo go%m]

Dév — g&[g V introducido en la seccién anterior ya no es suryectivo. Por lo
tanto, es suryectivo si lo restringimos a @([Jm] : D(]]V — g™, donde g™ es la
subdlgebra de gfgg] generada por {Esn_iy1,sN—j+1 : ¢ # 1,---N and j #
1,---, N} con entradas en R,,. Llamaremos a tal homomorfismo también
como gogm]. Al igual , que antes, la anti-involucién & en (8.1) se transfiere a
g™ como sigue.

wo((u® — (M + 1)u* N Ey) = (—u)* = (n+ 1) (=) ) E_ni1—j N1
(8.24)
paral >k, dondei =nN+gq; j =mN+gcon 1 < gq,§ < N.Como antes, es

suficiente mostrar que wy es conjugada por un isomorfismo T : g™ — gﬁﬁ? ]
a una anti-involucién que defina E([Qf I,

Uno deberfa tomar T' = 7o T”, donde 7 es la proyeccién natural de g™
[m]

sobre glso’ dada por:

T(W'E; i) =u'Eioy;  si >0, 0<1<m

W(UIEZ‘7Z+1) = UlEi+N+1,i+1+N+1 si i<-N-1, 0<I<m
ﬂ(ulEZJrLi) = ulEiH,i si i>0, 0<Ii<m

7T(’U,1E2‘+1,1‘) = ulEl-+1+N7i+N si i<-N-1, 0<I<m
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y T' es el automorfismo de gl™ definido por:

T'(u™ Eiiy1) = —(m+1) (—u)™ Eiiy1,
T'(u! Eiiq) = (—DY ™ = (4 1) ul) Ejjq for 0<1<m—1,
-1

T'(um E¢+17i) = ( ) z+1 I
(n+1)
1
T'(u! Eij14) = m(—u)l Eiy1ifor0<i<m-—1, (8.26)

donde i +1 = mN + ¢ i = nN+qgcon 1 < q,§ < N, finalizando la
prueba. ]

Observacion 8.10. (a) Para s = 0y s = 1/2, en vista de la Proposicién

[m]

anterior, y haciendo abuso de notacién denotaremos nuevamente g @ el

[m [m]

homomorfismo suryectivo DO - sobre coo] dado por el viejo g

con el isomorfismo C' ~ c[ “

(b) Para s € Z/2 la imagen de DY, bajo el homomorfismo gog " s v S(c cm ])
donde v fue definida en (21)y5235186Zy3—3—1/21fs€Z—|—1/2.
Por lo tanto sélo consideraremos s = 0, 1/2 a lo largo de esta tesis.

compuesto

Dados m = (mq,---my) € Z% y § = (s1,---,sp) tal que, s; € Z
implica s; = 0; s; € Z+1/2 implicas; =1/2y s; # £s; mod Z para i # j,
y combinando las Proposiciones 8.7 y 8.9, obtenemos un homomorfismo de
algebras de Lie.

M
i=1
donde
~ [m] .
- loo f Z7/2,
gl — { 9= ifs¢z/ (8.28)
Coo ifs=0ors=1/2.

Podemos probar la siguiente Proposicién del mismo modo que la Proposicion

8.7.
Proposicion 8.11. El homomorfismo @Lm] se extiende a un homomorfismo

suryectivo de dlgebras de Lie el cual es denotado nuevamente por go[ )

M
i=1
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8.3 Realizacién de los médulos de peso maximo cuasifinitos
"N
de Dy,

Sea g[m] como en (8.28). La prueba de la siguiente proposicién es estandar
ver [6].

Proposicién 8.12. El gl™-mddulo L (g[m], )\) es cuasifinito si y solo si un
(4)

nimero finito de los *h;’ son nulos,donde * representa a, o ¢ dependiendo

de si g[m] es gAELTZ], 0 CLZZ].

Dado m = (mq,---mys) € Z%, tomar un cuasifinito \; € (g[mi]); para
cada i =1,--- M y sea L (g[mi}, /\i) el correspondiente g[mi}—m(’)dulo irre-

ducible. Sea X = (M, -+, An), entonces el producto tensorial

L (g[W,X) - éL <g[mz‘1, )\i> (8.29)
=1

M
es un g™-médulo irreducible, con g™ = @g[m”. El médulo L(g[m],X)

i=1
puede ser considerado como un DY’;- médulo via el homomorfismo @Ljn}, y

. m] /7 . . .
serd denotado por Lé, }()\). Al igual que en las otras secciones, necesitaremos
la siguiente Proposicién.

Proposicién 8.13. Sea V un DY'.-mddulo cuasifinito. Entonces la accién

de 73(])\% en V' naturalmente se extiende a la accion de (ﬁ(])\f(g))k en V para
todo k # 0.

Demostracién. Reemplazar B = ad D? — k? por

kE+1 k+1
B =ad |:<D+—2i_> €+ <D+;— —k‘) ej,j]

k+1
+ad [(-D — 2) EN+1—j N+1—j

k+1
+ (-D - T k) 6N+1—i7N+1—i]

en la prueba de la Proposicién 4.3 en [8]. El resto de la prueba es la misma.
O
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Teorema 8.14. Sea V un g™ -mddulo cuasifinito, el cual es considera-
do como un D 7—m0dul0 via el homomorfismo <pL I, Entonces todo D

submddulo de V es también un g™ -submddulo. En particular, los Do,a'
mddulos L?}(X) son irreducibles si § = (s1,---,sn) es tal que , s; € Z
implica s; = 0; s; € Z+1/2 implica s; = 1/2 y s; # +£s; mod Z for i # j.

Demostracion. la prueba es andloga a la prueba de la Proposicién 6.14. [

Ahora, mostraremos que todos los ﬁé\%—médulos cuasifinitos pueden ser
realizados como algin L?](X), para m € Z% y §€CM tal que s; —s; ¢ Z
sii# jy si+s; ¢ Z para todo i,j. Por simplicidad consideraremos el
caso M = 1. Pero primero calculemos las series generatrices A, 5 z(z) del
236\77 s-moédulo L[sm]()\) de peso méximo y carga central c.

Sea s ¢ 7/2. Usando la férmula (8.19), y el hecho que

Al({L‘) = —A(exDD €+ e_xDD eN+1—i,N+1—i)7 (8.30)
coni=1,,[F]+dy impar Y (4-4) tenemos que
m a/\(r) a)\(’“)
Barie) = L5235 (Lot Nivcsss et
T
lEZ r=0

ii % )er i cosh (%) Co .
d — smh z dz sinh §
(8.31)

Consideremos los polinomios

= 7!
Asi
d 1
A, s 2 i(T) = Ay s it (T) = %Z(e o(i=s=3) @ “90-1)N+i(—®)

Iez
+eo(i=st3) aglei($)> , (8.32)
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d 1 —z d 1 z
(dl‘ + 2> €2 Am,s,)\,l(x) - <d.’E - 2) 62Am,s,)\,1(_x) =

1 . )
_ (d{L‘2 - 4> Z Z (ahglzl)N + 517107") MNr (l’, —l+ s+ 2>

(8.33)

d <=,
Ao 5@ =B, 5 x(-2) = — 3 héll%)Nnr(x,s—l). (8.34)

Ahora consideremos s = 1/2 .Recordemos que por la Observacién 8.10

Siml . [m]

(a), en este caso tenemos que el morfismo @y 5 — Coo €s el morfismo
dado por (8.19)-(8.21) compuesto con T, donde T fue introducido en la
prueba de la Proposicién 8.9. Usando esto, (8.30) y (4.8) tenemos que

l N L C)\( r) 1
B3 il 722 R a?)re(l_i) _ _JIN—i4l o (<l g)e

m, 3, ’I”!
1>1 r=0

Zm z,0) ¢y o d Cosh(%)co
dac sinh & dx sinh § '

(8.35)

Ahora, introduciendo los polinomios

ey ()

“gr(x) =) °hy o

r=0

tenemos
d _1
>1
tel-ta)e CQZN—i(x)) ;
(8.36)
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d 1 —z d 1 z
(d:v + 2> e?2 Am,%,)\,l(‘r) - (d:p - 2> 62Am,%,/\,1(_$) =

d2 1 - ey, (1)
_<dac2_4> Z(h( )N—|—5116T>77T(x1—l)
(8.37)

cp T 1
s = S b o (1),

>1 r=0
(8.38)
Finalmente, consideremos s = 0. Recordar que por la Observacién 8.10

(a), en este caso tenemos que el morfismo ﬁ([)m} : 7307 5 — CLO] esta dado por
(8.19)-(8.21) compuesto con T',donde T fue introducido en la prueba de la

Proposicién 8.9. Usando esto, (8.30) y (4.8) tenemos que

d m C)\E;) Nt c)\l(;“\; .
Am,O,)\,i(x) = % Z Z TxT l-'b _ #( x)re—lx
[>1 r=0 : !
pdsimlog)e  d fosh(z)a)
dx sinh 3 dx sinh £
r=0
(8.39)
Ademis
d T C
Am,0.x,i(®) = Bmoxin (@) = o > (el ga-1)n+i(T)
>1

el Cglei(—-T)> ,

(8.40)

d 1 —x d 1 z
(da: + 2) e2 Ay o i1(z) — (d:c - 2) e2Ap 00 1(—2) =

(M_>zz( Ly o) (0 5

1>1 r=0

— cosh (g) o,

(8.41)
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y si N es par tenemos

d N g0
Am,O,A, %(l‘) - Am,0,>\7 %(_IE) = % ; ; h(l*%)N Mr (.’E, l) . (842)

Ahora podemos realizar los Dévgr—médulos de peso maximo cuasifinitos,
b

irreducibles. Tomemos V un D}, —médulo de peso méximo cuasifinito irre-
K
ducible con carga central ¢ y series generatrices A;(x) tal que

<j; - i) Gh(z) = (ii - ;) 5 AL(z) + (CZS _ ;) 3 AL (—2)

es un cuasipolinomio par,

Fi(z) = Ai(z) — Ajga ()

para i = 1,..., [%] — On,par, son cuasipolinomios, y cuando N es par

también tenemos que

es un cuasipolinomio impar. Podemos escribir

Fi(z) =) pis(x)e™ (8.43)

seC

con p; s(z) polinomios,

Gi(z) =) Z as;n;(x, s) (8.44)

seC j=0

F% (x) = Zibsvj nj(z,s) (8.45)

seC j=0
donde as j, bsj € Cy as; # 0, bs; # 0 para sélo un nimero finito de s € C.

Observacion 8.15. Como, por definicién de 7, tenemos que 7,(x,—s) =
(—=1)"n.(x, s) para evitar ambigiiedades en la expresiéon de G1(x) y Fn (x) in-
troducidos anteriormente, elegiremos el parametro s siguiendo las Snguiente
reglas: cuando s € Z, requeriremos s < 0; cuando s € % + 7, requeriremos
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s < %; cuando s ¢ Z/2, requeriremos que Ims > 0 si Ims # 0, 0 s — [s] < %
si s € R, donde Im s denota la parte imaginaria de s. Se descompone el con-
junto {s € C:as; # 0 para algin j} | J{s € C: by ; # 0 para alginj} {s €
C : pis(x) # 0} en una unién disjunta de clases de equivalencias bajo las
condiciones: s ~ § si y sblo si s = +§ (modZ). Escogemos un represen-
tante s en una de tales clases de equivalencias S tal que s = 0 si la clase
de equivalencia estd en Z, y s = % si la clase de equivalencia estd en Z + %
Sea S = {s,s — ki,s — ko,---} una de las clases de equivalencias y tomar
m = maxseg{ms, ms,degp;s(x)}. Definiendo kg = 0, es facil ver que si

s=00s= %, entonces k; € N.
Asociaremos a cada S el gl —médulo L[g,n]()\s) de la siguiente manera:
e Si s ¢ 7/2, ponemos

ap\”r 1
hEki—l)N + 01,00 = 10 ksl C0= i, (8.46)
ayp (T d "
Whei=(25) Pt (8.47)
“py) — 1 (L) po () (8.48)
(k;—1)N+i dr ) Piki—s\Y)s :
ysi N es par
ap(r) —
h(kj—%)N - 2b—k]-+s,7" (8'49)

parar=0---myj=0,1,2,..-.

Asociamos a S el é\lorg —modulo L[;ﬂ()\g) con cargas centrales

2

_ az (r) a1,(r) az (r) ay(r)
g J J

(8.50)
y etiquetas
(r _ a7 (1) a7 (r)
A= > P~y N T > P N —i
(kj—1)N-+i>j k;N—i>j
a7 (r) a7 (r)
+5N,par Z h(kj—%)N—’— Z h(kjfl)N7
(kj—3)N>j (kj—1)N>j
(8.51)

donde aAﬁg) = ahg) — ¢0k0-
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e Si s =0, tomamos

chg;)N — Ok;,0¢r = Ap gl CO= —alg, (8.52)
ch,,(g”)NjLZ <jm> Pi ki+15 (8.53)
i = (1) (d)rpi7_,€j_1(0), (8.54)
dx
y si N es par
dh((;) T = 2bg; 41,7 (8.55)

parar=0---my j=0,1,2
Asociamos a § el cL’S ) médulo Lgn]()\g) con cargas centrales

_ cy, (1) cp(r) ey, (1) ey, (1)
- ZZ ( hijﬂ' + h(lcj+1)N7i) + ; <5N7Pal" h(k-j+%)N T hij)

(8.56)
y etiquetas

D DL (TR k+1 IR SN

kjN+i>j (kj+1)N—i>j kjN>j
+0N,par Z Ch((T)+ N (8.57)
(kj+3)N>j
e Sis= %
Ch(T) _|_ 5 Cr = Q ch = —a 1 (8 58)
ki N O,k‘j T k‘j,T’v 0 _5’0, .
@ (4
Wy ngi = (1) <d:1:) Pi ;41 (0); (8.59)
ey (1) [ d "
P ayN—i = (dx) Ps, 1, -1(0), (8.60)
y si N es par
cp (1)
h(kj—f—%)N =2b_y 41, (8.61)

parar=0---my j=0,1,---.
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Asociamos a S el CL@ | _médulo L[gn]()\s) con cargas centrales

— cp(r) cp(r) cp(r) cp ()
&= Z;( hij+7; + h(kj+1)N7i) + Z <5N7paf h(kﬁ%)N + hij>
R

k;

(8.62)

y etiquetas

(r) _ (r) (r) (r)
)‘j - Z ChijH + Z Ch(kj+1)N7i + Z Chij
kjN+i>j (kj+1)N—i>j kjN>j
(r)
Fovpar D By (8.63)
(kj+3)N>j

Denotamos por {si,s2,--+, sy} un conjunto de representantes de clases de

equivalencia en el conjunto {s € C: a,; # 0 para algin j}|J{s € C: b, ; #
0 para algin j} J{s € C : pis(z) # 0}. Por Teorema 8.14 el D{;-médulo

LLI?L](X) es irreducible para §= (s1, S2,- -+, Sar) tal que s; € Z implica s; = 0,
s; € 7+ % implica s; = %, y 8; # £s; mod Z para i # j. Tenemos

Amvgvx(x) = Z Amiﬂ‘gh)\i ("'B) y Cc= Z CO(Z)
‘ i
Por Teorema 8.5 y resumiendo lo anterior hemos probado lo siguiente.

Teorema 8.16. Sea V un DYY,-mddulo de peso mdzimo irreducible cuasifinito
con carga central ¢ y series generatrices A;(x) tales que

(£ D)o (-3 cimr- (%-2) saics

es un cuasipolinomio par,

Fi(z) = Ap(2) — Apsa (2)
para k=1,..., [%] — ON,par son cuasipolinomios, y si N es par
A%(:p) — A%(—x)
2

es un cuasipolinomio tmpar. Entonces V es isomorfo al el producto tensorial

F%(az) =

de mddulos LLm]()\S) para diferentes clases de equivalencias S.
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9 Representaciones irreducibles de crecimiento fi-
nito sobre el algebra de Lie conforme gc, y al-
gunas de sus subalgebras.

En esta seccion clasificamos todas las representaciones irreducibles de creci-
miento finito de las subdlgebras conformes de rango infinito de gcy que
contienen una subélgebra de Virasoro. Dichas subdlgebras propias que con-
tienen una subdlgebra de Virasoro son (ver Observacién 6.5 en Ref. [14])
8CN 41, OCN Y SPCy ,7- Ademds las realizamos en términos de las dlgebras de

Lie gloo y 9010

9.1 Crecimiento de los gAﬁz}-médulos irreducibles.

En esta subseccién describimos el crecimiento de las representaciones irre-

ducibles sobre el algebra de Lie gAf([:: ] y sus subdlgebras de Lie clasicas de
tipo A, B,C' y D.

Denotamos por Ct* el conjunto de todas las sucesiones de ntimeros
complejos A = (A1, A9, --) para el cual todos salvo un nimero finito de
Ai’ s son nulos. Sea d(\) el nimero de A;* s no nulos y |\| denota su suma.
Llamaremos Par™ el subconjunto de Ct* que consiste de todas las suce-
siones no crecientes de enteros no negativos. Denotaremos por ﬂ 1o €l
algebra de Lie de todas las matrices (am)ifjoil con un numero finito de en-
tradas no nulas a;; € C. Dado A € C™, tenemos el tinico g~€+oo-médulo
irreducible L*()\) := L(gl 4005 A), €l cual tiene un vector no nulo vy tal que

E; jux=0 para i<j and FE; vy = \v). (9.1)

Cada L*(\) tiene una tnica Zi-graduacién LT(\) = @.., LT (N);, lla-
€Ly J
mada su graduacion principal, la cual satisface las siguientes propiedades:

L+()\)0 = Cu,, EijL+(>\)k C L+()\)k+i—j-

Cémo X € CT, es facil ver que dimL™(\); < oo, por lo tanto podemos
definir el g-caracter de L™ (\) como

chgLT(X) = > (dimL*(\);) ¢,
JELy

Para A € Part, sea d = d(A) y A = (A, -+, Aqg). Sea gl el dlgebra de Lie

de todas las matrices (aij)ﬁjzl. Esta puede ser vista como una subalgebra
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de g~€ 100 de modo natural. Denotamos por Lt(\) el ﬂd—submédulo (irre-
ducible) de LT ()\) generado por vy. Este es, por supuesto, isomorfo al g~€d—
médulo irreducible de dimensién finita asociado a A, por lo que el g-caracter
es un polinomio en gq.

Lema 9.1. Sea A € Part, d = d()\). Entonces

d
chqL*(\) = chy L¥(N)/ [J(1 = /)y,
j

donde (1 —a)i* = (1 —a)(1 —qa)--- (1 —¢™ ta).

Demostracion. Recordemos que (ver Ref. [6])

ch LT (A) = [T (1 = g™ o) /(1 = g, (9-2)

a>0

Aqui el producto es tomado sobre el conjunto de todas las coraices positivas
de gf, ., las cuales son todos los elementos E; ; — E; ; con i < j, (N Ei i) =
i v (p, Ei ;) = —i. Una férmula similar vale para cth_Jr ()\); esto es parte
del producto (9.2) correspondiente a ¢ < j < d. Es claro que los factores
de (9.2) correspondiente a d < i < j son igual a 1, y es facil ver que el
producto sobre todos los pares 7,5 con ¢ < d fijo y todos los j > d es igual

al/(l—q" g O

Recordemos que dado un espacio vectorial V' con una filtracién creciente

por subespacios de dimension finita V];, el crecimiento de V' se define por

growth V' = lim sup(log dimV};;/ log j).

j—o0

Definimos el crecimiento de L*(\) usando su filtracion LT (\)[;) = @i<; LT (N);
asociada a la graduacién principal.

Teorema 9.2. (a) Si A € Part, entonces
growth LT (\) = ||
(b)Si A € CT°\ Part entonces growth LT ()\) = oc.

Demostracion. Se sigue de Lema 9.1 que para A € Par' es igual al cre-
cimiento del dlgebra de polinomios en generadores de grado 1,2, -, Ag;
2,3, A1+ 1; -5 s,s+1,--- A1 + s — 1. El ntmero total de esos
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generadores es |A| y como el crecimiento de el édlgebra de polinomios es
independiente de los grados de los generadores, probamos (a).

Sea ahora A\ € CT°\ Par™. Entonces A\, — A\x11 ¢ Zy para algtin k. Pero
entonces E,]XH’ xUx 7 0 para cada N € Z, . Mirando a la subalgebra de g}vﬁ 1o
generado por todos los E; j con i,j > k + 1, concluimos de (a) que

growthL™(\) > N + Z i
i>k+1

Esto prueba (b). O

De manera similar se puede considerar el algebra de Lie EE_OO de todas

las matrices (a;5); ;2o con un nimero finito de entradas no nulas y el gf_ -

modulo irreducible L™ (), también denotado por L(nyooé A), parametrizado
por el conjunto C~*° de sucesiones = (-, pi—1, fto) con un nimero finito
de elementos no nulos. Resultados similares a el Lema 9.1 y el Teorema
9.2 vale para el subconjunto Par™ C C~° que consiste de sucesiones no-
crecientes de enteros no-positivos. Sea gl el dlgebra de Lie de todas las
matrices (a;;)i jez tal que a;; = 0si|i—j| > 0. Denotamos por gl (respec-
tivamente g¢_ ) la subélgebra de gl que de todas las matrices a;; = 0 para
i 0 j <0 (respectivamente, i 0 j > 0 ). Notemos que esas dos subdlgebras
conmutan y que gf4, contiene a ;Eioo como una subdlgebra. Observemos
también que los g/, -médulos LE()\) se extienden univocamente a gl oo.

El algebra de Lie gy tiene una extension central gAéoo = gl + CC por C
definida por el cociclo (4.2). La restriccién de este cociclo a gl y a gl—oo

es cero. También necesitaremos brevemente el dlgebra de Lie g/\&[:: ] definida
para cada m € Z en la Seccién 4.

Observacion 9.3. Para esta parte del trabajo consideraremos la graduacion
definida por
degEij =1— ] (9.3)

En el caso de g/\ﬁzﬂ también ponemos degR,, = 0. Esto nos da la descom-
posicion triangular

]

~m] [m]

T = G @ (gt @ (i)

donde
~ [m] [m]

(glos ) = ®jen(glos ).

El dlgebra de Lie gAKOO tiene una familia de médulos L(gAKOO); A, ¢) parametrizada
por A € C**° = {(\;)ijez : para todos salvo un ntimero finito de ); son 0},
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¢ € C definido por (9.1) y Cvy = cvy. Anédlogamente g/\éz ] tiene una familia

de médulos L(gAE[;ﬂ; X, @) donde X € (C®)™ 1 y ¢ € C™ ! son definidos de
[ ];A) con

manera similar. Esto es, el gAEOZ1 ]—médulo de peso méximo L(gAEO:L

peso méximo A € (g/\&[:: ])8 es determinado por sus etiquetas X; . = AW Ey)
y las cargas centrales ¢; = A(u/). La graduacién (9.3) es consistente con la
graduacién de L*()\) y la de L(gl.;, c).

9.2 Crecimiento de los b(@—médulos irreducibles .

Estudiaremos la teoria de representacion de bug.
El conjunto de coraices simples de by, puede ser descripto como sigue
cf. Ref. [10]:

T = {OéOV: 2E717,1 — E171 + 2C,
ar=FEi—FEijip—E i+ E 14,16 N}.

El conjunto de raices es
A = {%eq, £&, xe; £¢j,1# j, 4,5 € N}
El conjunto de coraices positivas es
A+v: {a{—i‘ a ;e tas 0<i< j}
Ulag+ 200+ 20, +a, -+ ta_n1<i<jh
El conjunto de raices simples
m={ag=—e1, 0; =&; — €41, 1 € N}

Aqui los g; son vistos como restringidos a la subdlgebra dual de Cartan
restringida de boo, esto es g; = ;. Dado A € (bo)§, las etiquetas y cargas
centrales son simplemente (en este caso, omitimos los supra indices b)

Ai = )‘(Ez,l - E—i, —i)7 P> 07 c= )\(C>

De modo que /\(aov) =2c— Ny )\(avi) = A\ — Ai+1 para ¢ € N. Denotamos
por A; el i-esimo peso fundamental de by, es decir Ai(a;) = 0;j-

Sea PT = {\ € (bx)j © (M a;) € Z; paratodo i € Zy} denota el
conjunto de pesos dominantes integrales de bs. Dado A € P, tenemos
A=Ap +Ap, +- -+ Ap, +hAg,n1 Z2ng > - > > 1, h€Z4,y
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el médulo L(be;y) tiene carga central ¢ = k + h/2. Observemos que el dia-
grama conjugado de Young correspondiente a la particién (nq,no,- -, ng)
es (A1,--+,A\ny), ¥ Ai = 0 para ¢ > nj. Notemos que n; = ni(\) =
max{i € N : (\j,a;)} # 0. Observemos que s0(2n; + 1) puede ser vista
como una subalgebra de b, de una manera natural, cuyo conjunto de raices
simples es {e1, €1 — €2, -+ ,Eny 1 — En, }. Denotamos por A el peso domi-
nante integral de so(2n1 + 1) dado por A(2(E_1,—1 — E1,1)) = 2(c— A1) ¥
MEii — Eip1yiv1 — E—i—i + Eo1—i—1-5) = A — A1 para 1 < @ < ny.
Denotamos por L()) el s0(2nq + 1)-submédulo irreducible de L(boo; \) ge-
nerado por su vector de peso méaximo. Este es, por supuesto, isomorfo al
50(2n1 + 1)-médulo irreducible de dimensién finita asociado a A, por lo que
su g-caracter es un polinomio en q.

Lema 9.4. Sea A € Py,n; = ni(A\). Entonces

- 1 e 1
chy L(boo; A) = chy L(\) R _
q q j:]__[l (1 . q])é\nl j+1 E (1 _ qn1+z)g Ai

1
11 A=z (9.4)

n1<i

donde (1 —a)y* = (1 —a)(1 —qa)...(1—q¢™ 'a).

Demostracion. La prueba es completamente similar a la del Lema 9.1, usan-
do la informacién introducida anteriormente. (cf. prueba de la Proposicién
1.1 en [10]).

O

Teorema 9.5. Todos los mddulos no triviales L(b([gb]; A) tienen crecimiento
infinito.

Demostracion. Es suficiente considerar el caso m = 0. Dado A € (b)g,
consideramos la subélgebra de b, isomorfa a gf., generada por todos los
E; j—E_j _jconi,j> 1,y por Teorema 9.2, concluimos que L(bso, A) tiene
crecimiento infinito si \; — A1 ¢ Z, para algin i > 1.

Asumamos \; — \j11 € Z, para todo i > 1. Si —2\1 +2¢ ¢ Z, entonces
(Er1,0 — EO,_l)Nv,\ # 0 para cada N € Z,. Mirando la subdlgebra de by,
isomorfa a gl ., previamente definida, concluimos del Teorema 9.2 que

growth L(bss, A) > N + > A;.
i>1
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Si —2A1 + 2¢ € Z,, entonces por el mismo argumento en la prueba del
Teorema 9.2 , y mirando el dltimo factor en el Lema 9.4, concluimos que
L(boo, A) tiene el mismo crecimiento que el dlgebra de polinomios con un
nimero infinito de generadores, finalizando la prueba.

O

9.3 Crecimiento de los c([fg]-médulos irreducibles.

Repasaremos la teoria de representaciones de co.
El conjunto de coraices simples de co, denotado por II'; puede ser de-
scripto como sigue (cf. [10]):

I'={ay = Eoo—Ei1+C,
of = Eii—Eiy1ip1—FEi i+ E11-4,1€N}.

El conjunto de raices
A= {ﬂ:Qé‘i, :I:Ei:i:&‘j, 275], 1,7 GN}.
El conjunto de coraices positivas es:

Ay = {oi+ o+ 4o, 0<0 < 5}
U {200+ 2010+ + 207 + aip1 + -+, 0<i < j}.

El conjunto de raices simples es
II = {Oé(] = —2e1, 04 =€; —€j4+1, ¢ € N}

Aqui &; son considerados restringidos a la la subalgebra dual de Cartan
restringida a ¢, esto es ; = —e1—;. Recordemos, dado A € (co0)f, las
etiquetas y las cargas centrales son (en este caso, omitimos el supra indice
c)

Aj = AMEj;— Eirji-5),j €N, ¢=AC).

De modo que A(ag) = =M\ + ¢y A(a;) = A\ — Aiy1 para i € N. Denotamos
por A; el i-ésimo peso fundamental de ¢, es decir A;(a;) = d; 5.

Sea P = {\ € (coo)j| (N, vi) € Z, para todoi € Zy} el conjunto de
pesos dominantes integrales de co.. Dado A € P4, tenemos A = Ay, + Ay, +
oAy, +hAg, 1 >ng > - > > 1, h € Zy, y el médulo L(co, A) tiene
carga central ¢ = k + h. Observemos que el diagrama de Young conjugado
correspondiente a la particién (nq,ng, -+ ,ng) es (A1, -+, A\n;), ¥y A; = 0 para
i > n1. Notemos que n; = n1(A) = max{i € N|(\, a;) # 0}. Observemos
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que sp(2n1) puede ser visto como una subdlgebra de c¢o, de un modo natural,
cuyo conjunto de raices simples es {—2c1,61 — €2,...,6n,-1 — Eny }. Ses A
el peso dominante integral de sp(2n;) dado por A((Epo — E1,1) =c— A1 y
S\(EZJ _Ei+l,i+1 -|—E_7;7_i _El—i, 1—i) =\ -\ paral <i¢<nj. Sea I_/(j\) el
$p(2nq)-submodulo irreducible de L(cs, A) generado por su vector de peso
méximo. Este es, por supuesto, isomorfo a el sp(2n;)-mdédulo de dimensién
finita irreducible asociado a A, por lo tanto su g-caracter es un polinomio en

q.
Lema 9.6. Sea A € Py,ny = ni(\). Entonces

ni ni
- 1 1
Cth(Coo; >\) = Cth()\) H ~)2n1 _]+1 Hl (1 _ qn1+i+3)gc—>\i+1 X
i=

=1 (1=
1
11 =g (9.5)

n1<i

donde (1 —a)* = (1 —a)(1 —qa)...(1—¢™ 'a).

Demostracion. La prueba es completamente similar a la del Lema 9.1, u-
sando los datos introducidos anteriormente (cf. prueba de la Proposicién
1.1 en [10]).

O

Teorema 9.7. Todos los mddulos no triviales L(CLZL]; A) tienen crecimiento

nfinito .

Demostracion. Es suficiente considerar el caso m = 0. Dado A € (cx)g,
miramos la subdlgebra de c, isomorfa a gl generada por todos los E; ; —
Ey_j1-i con i,j > 1, y por Teorema 9.2 concluimos que L(coo, ) tiene
crecimiento infinito si \; — A1 ¢ Z, para algtin i > 1.

Asumamos \; — \j+1 € Z4 para todo ¢ > 1. Si ¢ — A} ¢ Z4, entonces
(E10)Nvy # 0 para cada N € Z,. Mirando a la subdlgebra de ¢y, isomorfa
a gl previamente definida, concluimos del Teorema 9.2 que

growth L(cso, A) > N + Z)\i.

i>1

Sic— A1 € Z4, entonces por el mismo argumento que se usé en la prueba
del Teorema 9.2, y mirando el ultimo factor en el Lema 9.6, concluimos que
L(¢xo, M) tiene el mismo crecimiento que el algebra de polinomios en infinitos
generadores, finalizando la prueba. ]
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9.4 Crecimiento de los dgg]—médulos irreducibles.
[m]

Resultados similares al Lema 9.4 y Teorema 9.5 valen para deo".

9.5 gcy-médulos irreducibles de crecimiento finito

En esta seccion clasificamos y realizamos los médulos irreducibles de creci-
miento finito sobre gey y las subalgebras que contienen una subdlgebra de
Virasoro.

Comenzamos estudiando la teoria de representacién de la subdlgebra
de Lie DY de operadores diferenciales regulares matriciales en C. Esta
consiste de combinaciones lineales de operadores diferenciales de la forma
f(t) (%)m ei, j,donde f es un polinomio m € Z4 y e; ; es la base estandar
de MatyC, con 4,5 € {1,---,N}. En particular, De; ; = (t%) e;,j € DN.
Consideremos la Z-graduacién DY = Bpez (DN )p definida por

d
degt = —N dega:N dege; j=j—1. (9.6)

Dado A = (Ag,Ay,...) € (€)Y definimos el médulo de peso maximo
L(A; DY) sobre DY como el tinico (salvo isomorfismo) médulo irreducible
que tiene un vector no nulo vz con las siguientes propiedades:

(Dy)pvﬁzoparap<0, D"eiiv&:A%vﬁ para n€Zy t=1,--- ,N.

La graduacién (9.6) de D induce la que llamaremos la graduacién principal
de L(&;Dy ) = @pez, Ly tal que Ly = Cvz. Recordemos que el médulo
L(&; DN) es llamado cuasifinito si dim L, < oo para todo p € Z.

Los médulos cuasifinitos sobre DY pueden ser construidos de la siguiente
manera. Consideremos la accién natural de DY en C[t,t7!] @ CV, elegimos
la base v; =t~/ (j € Z) de C[t,t71], y sea ¢ : C[t,t 7] @ CV — C[t,t7]
el isomorfismo definido por la férmula (5.9). Esto nos da un morfismo de
DY en glo. Como C[t] ® CV es DN-invariante, tenemos los DY-médulos
Clt,t 71 CV/C[t]® CN y C[t]® CV, lo cual nos da un morfismo de DV en
lis ¥ gl— oo, Tespectivamente, por lo tanto un morfismo de DY en gl ®
gl_~. Todos esos morfismo respetan las graduaciones correspondientes.

De aqui en adelante denotaremos CN[t,t71] := C[t,t 1] @CN y CN[t] :=
Clt] ® CV.

Tomemos A* € CT* y consideremos el gf_, ® gl oo-médulo LT (A1) ®
L= (A7). Con el mismo argumento que se us6 en [8], tenemos el siguiente
resultado.
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Lema 9.8. Cuando restringimos a DY, el médulo L+ (AY)® L~ (A7) resulta
irreducible.

Se sigue inmediatamente que LT(AT) ® L~ (A7) es un médulo de peso
maximo irreducible sobre DY, el cual es obviamente cuasifinito. Es facil ver
que tenemos :

Afz = Z( n/\jN 2+1+Z n)\]_N i+1>

Jj>1 <0
de modo que

Ai(x): = ZAnx”/n' Z)\JN 1€ 7" +Z)\]N i€ Jz

n>0 Jj=1 Jj<0
con i =1,---, N. Es claro que para A* € Par® tenemos, cf. Teorema 9.2(a):
growth LTAT) @ L™ (A7) = |[AT| + |A7].
Vamos a probar el siguiente Teorema.

Teorema 9.9. Los DN-médulos L (A\t) ® L=(\~), donde \* € Par™, son
todos los DN -mddulos irreducibles de peso mdzimo cuasifinitos que tienen
crecimiento finito.

Consideremos DY el dlgebra de Lie de operadores diferenciales matri-
ciales en el circulo introducida en la Seccién 5. Obviamente, DYV es una
subdlgebra de DV, y su graducién se extiende de DY a DV de la manera
obvia.

La idea bésica de la prueba del Teorema 9.9 es la misma que la que
se usé en [8]: reducir el problema a la teoria de representaciones de la
extensién central universal DV de DV desarrollada en [4]. Una parte de
esta teoria fue expuesta en la Seccién 5. Recordemos que la extensién central
DN = DN@CQ se define con el cociclo dado por (5.3). La graduacién de DV
se extiende a DY poniendo deg C' = 0. Notemos también que la restriccién
del cociclo 1) a DV es cero.

Consideremos el homomorfismo ¢, de algebras de Lie definido en (5.10).
Este homomorfismo se extiende a uno homomorfismo de las extensiones
centrales ; : DN gAﬁoo por

Gsl(pvy = wsl(pny 7 #0,
s‘(DN)j s‘(DN)j
~ D T 1
ps(e"Deig) = ps(e™eii) = ——
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3:(C) = C (0.7)

Maés generalmente , para cada m € Zy consideremos el homomorfismo
[m]

vs | dado por la férmula (5.11).Uno de los principales resultados de [14] es
el siguiente.

Lema 9.10. Para cada 1
Si € (C; >‘Z € ((Coo)mi+17

Entonces el @;Zlg}\f([:)”} -maodulo ®;’:1L[mi](xi,é;) resulta irreducible cuando

[mi}. Todos
los DN -mdédulos de peso mdzimo irreducibles cuasifinitos son obtenidos de
esta forma.

1,...,r, escogemos una coleccion m; € Z,,
€ C™tl) tal que s; —s; ¢ Z para i # j.

S|

lo restringimos a DN via el morfismo @17:1@[57"] DN 5 @r_ gl

Prueba del Teorema 9.9. Notemos que para p > 1 existe un entero positivo
ktalquep=kN+r=(k+1)N—(N —r)con 0 <r < N —1. Asi tenemos

(Dg)p = {z7Ff(D)eiisr - f(0) = fF(1)=...= f(k—1) =0,
i=1,---,N—r}
U{Z_(k+1)g(D)€i,i—N+r :9(0)=g(1)=...=g(k) =0
i=N-r+1,--- , N}

(9.8)

Por lo tanto (Dy )p tiene codimension finita en Dév entonces la cuasifini-

tud de un DN-médulo L(A; DY) implica la cuasifinitud de los DY -médulos
L(A,¢;DN). Por el Lema 9.10, L(A, ¢; DV) es un producto tensorial de los
gAEOT: ~médulos LM (X, &) en los cuales DV actia via el morfismo Q[Sm] definido
por (5.10) y (9.7).

Es claro del Teorema 9.2 que todos los médulos no triviales LW(Xi, é)
tiene crecimiento infinito (eligiendo una subdlgebra apropiada isomorfa a

G oo et gla).

Recordemos que para todo DN-médulo cuasifinito uno puede extender la
accién de (ﬁN ) parap #0 a (ﬁN O) , donde O es el algebra de todas las
funciones holomgrfas en C, ver [4]. En oiras palabras, en (5.10) and (9.7) uno
puede tomar f € O arbitraria si p # 0. Lo mismo vale para DY, excepto que
para p > 1 f debe satisfacer las condiciones dadas en (9.8). Aplicamos esto

al DN-médulo L[m}(;\'7 ¢) en el cual DN actiia via @Lm] Eligiendo f1, fo € O
tales que para todo q € Z, si

85



(a) g=kiN+r,conki €Zy0<r<N-—1,
fi(=l+s) =011k, fl(n)(—l—i—s):Osinzl,...,m,obien
(b) ¢ = k1N, con k; € Z.
Fo=l+8) =0y S (—l+5)=0sin=1,...,m,

vemos de (5.10) que todos los operadores Eg41, viven en la imagen de
(ﬁ[sm] (DNO), excepto E1,o cuando s = 0 (aqui usamos (9.8) para p = 1). Por
lo tanto, cuando restringimos a DV, el médulo L™ (X, €) resulta irreducible
si se satisface que s # 0. Por lo tanto, si L(&; DY) tiene crecimento finito,
entonces L(A; DV) = LIml(X, ) en el cual DN actiia via el morfismo (ﬁ([)m].

Si tomamos g como en (a), eligiendo f; € O tal que se anule en todo | € Z
hasta la m-ésima derivada excepto para la i-ésima derivada (0 < i < m) en
Il =Fk1+1,ysiqes como en (b) eligiendo fo € O tal que se anule para todo
| € Z hasta la m-ésima derivada excepto para la i-ésima derivada (0 < i <
m) en [ = ki, vemos que todos los operadores uiEq+17q con 0 < i <'m viven
en la imagen de @Lm] (DNO),

Supongamos que la m-ésima coordenada de Xq es no nula y que m > 0.
Entonces v := (umEqH,q)NvX # 0 para todo N > 0. Pero

Egqv = (=N + )‘2)”7 Egr1g41v = (N + )\2+1)v.
Entonces, restrigiendo a la subalgebra de QNEOO que consiste de matrices
(aij)ij<q 0 (aij)i,j>q+1 concluimos por Teorema 9.2, que L (X, ¢) es o trivial
o es de crecimiento infinito.

Por lo tanto, la Unica posibilidad que resta es s = m = 0. Como vimos,
la imagen de @s(Dg O) contiene todos los E,41 4 excepto E1 g, por lo tanto
contiene todos los operadores de g~€_oo@ g~€ 1o+ Entonces, por el Teorema 9.2,
el DNV-médulo de peso maximo de crecimiento finito debe ser uno de los DY-
médulos LT (A1) @ L=(A7) con A\* € Par™.

O

Dadas dos particiones A* € Par® denotamos por LT, A7) el
DN-médulo, que es obtenido al restringir via g el glio ® gl—oo-mbdulo

LT(AT)® L~ (A\7). Ahora construiremos los DN-médulos L(A*, A7) explici-
tamente.
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Consideremos el DV-médulo CN[t,t~!]. Entonces CV[t] es su submédulo
maximal el cual es irreducible. Por lo tanto el DY-médulo

V= CN[t,t71]/CN 1] (9.9)

es irreducible. Es claro que este es el DY-médulo de peso méximo de cre-
cimiento 1 con un vector de peso méximo (t 1+ C[t])e1, donde e; es un vector
en CV el cual tiene 1 en la primer entrada y cero en el resto. Es inmediato
deducir que V es isomorfo a L(wy,0) donde w; € Par™, tal que w{ = 0 para
i # Ny w) = 1. Andlogamente, el DN-médulo CV[t]* = @jez, (CNH9)*
es un moédulo de peso maximo irreducible de crecimiento 1 con un vector
de peso maximo (CN)*, por lo tanto es isomorfo a L(0,w_1),donde w_1 =
(...,0,—1) € Par~. Denotamos este DY-médulo por V.

Como en la teorfa de Schur-Weyl, el DY-médulo T™ (V) @ TV (V') tiene
una descomposicién natural como (DY, Sy x Sy)-médulos:

TYV)@ TN (V') = @yt cput (Var @ ViZ) @ (Ups @ Uy-)
IXT[=M
A~ |=N
donde Uy+ (resp. A-) denota el Sy (resp. n)-modulo irreducible correspon-
diente a la particion A* (resp. A~) y Sy es el el grupo de permutaciones de
M elementos.

Lema 9.11. Los DY -médulos Vy\+ @ V]_ son irreducibles.

Demostracion. Como en la prueba del Teorema 9.9, extendemos la accién
de DY en Vy+ ® V)(_ a (Dﬁo)p para cada p # 0, para lograr que todo D-

submdédulo de Vy+ @ V/_ sea un submdédulo de ;ﬂ too @ g;ﬁ,oo. Pero, por la
teoria de Schur-Weyl, el gl o @ gl_o-mbdulo Vy+ ® V/_ es irreducible, lo
cual completa la prueba. O

Por lo tanto, hemos probado

Teorema 9.12. El DN-médulo L(A\*,\7) es isomorfo a Vy+ ® V!_ para
algin par \* € Par™.

Observacion 9.13. Consideremos A = (A7, AT) € C* podemos decir que
los DN-médulos de peso maximo irreducibles de crecimiento finito son pa-
rametrizados por una sucesién no-creciente de enteros (Aj);cz € C*> con
la excepcion que A\g < Aj. Equivalentemente, poniendo m; = A\; — Aj41
decimos que esos moédulos son parametrizados por una sucesién de enteros
no-negativos (m;);cz\ {03, tal que, todos salvo un nimero finito de ellos son
cero.
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Recordemos que el dlgebra de aniquilacién extendida Lie™ (gcy ) de gey
es isomorfa a la suma directa del algebra de Lie DY y el algebra de Lie
N-dimensional CV (9 + %) y que los médulos conformes para un algebra
de Lie conforme coincide con los mddulos sobre el dlgebra de aniquilacion
extendida (Teorema 3.4).

Dado un médulo M sobre un &algebra conforme de Lie Ry a € C,
podemos construir el médulo a-truncado M, reemplazando 0 por O+« en las
formulas para la accion de R en M. Teoremas 9.9 y 9.12 y las observaciones
anteriores implican

Teorema 9.14. Los gcy-mddulos LAY, A7), donde \* € Par®, o € C,
son todos los gcy-mddulos conformes irreducibles de crecimiento finito .

Corolario 9.15. Los gcy-mddulos CN[0), y CN[D)%, donde o € C, son
todos los gcp-maodulos irreducibles finitos.

9.6 gcy,,-mobdulos irreducibles de crecimiento finito

Los resultados de esta secciéon son, la mayoria, los mismos que los de la
seccién anterior, asi como las puebras. Por lo tanto, omitiremos los detalles.

Sea DY (respectivamente, D(])Y_) la subdlgebra de DV (respectivamente
DY) introducida en la Seccién 7. Sea ﬁév la correspondiente extensién cen-

tral. Esas algebras heredan la Z-graduacion de DN , definida en la seccién
anterior dada por 9.6. En esta seccién, necesitaremos la teoria de repre-
sentacién del dlgebra de Lie Dé\f_.

Dado A = (A1, Ay, ---) € (C®)N definimos el médulo de peso maximo
L(A, Dé\f_) sobre Dé\f_ como el (tinico) médulo irreducible que tiene un vec-
tor no nulo vz con las siguientes propiedades:

(Dé\’[,)pv5:0 para p <0, D”e“-v&:AiLv& para n €N,

y ¢ = 1,---,N. La graduaciéon de Dé\{_ induce la graduacién principal
L(&; Dé\f_). Los médulos cuasifinitos sobre Dé\f_ pueden ser construidos de
la siguiente manera. Los D(])\f_—médulos CN[t,t71)/CN[t] y CN[t]/CN nos
dan un morfismo de D(])Y_ en glio y gl_ respectivamente, por lo tanto
un morfismo de Dé\j_ en gl ® gl_~. Todos esos morfismo respetan las
graduacién correspondientes . Ahora tomemos A\* € C*> y consideremos
el glioo B gl_oo-médulo LT(AT) @ L™ (A 7).

El mismo argumento que en [8], nos da lo siguiente.

88



Lema 9.16. Cuando restringimos a Dé\f_ el gl1 oo ®gl—oo- médulo LT (AT)®
L= (A7) resulta irreducible.

Se sigue inmediatamente que LT(AT) ® L™ (A7) es un mddulo de peso
maximo irreducible sobre Dé\j_, el cual es obviamente cuasifinito.
Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 9.17. Los D}_-mddulos L™ (AT)®L™(A™), donde A* € Par™, son
todos los Dé\f_—mo’dulos wrreducibles de peso mdximo que tienen crecimiento
finito.

La prueba del Teorema 9.17 es la misma que la del Teorema 9.9, pero en
este caso reducimos el problema a la teoria de representacion de la extensién

central universal ﬁ(])\/ de DY que fue desarrollada en Refs. [7] y [12].
[m]

Sea s € Z recordemos que denotamos por gAE[;Z]S la subalgebra de gAEOTZ
generada por C'y {u'Esn_it1,sn—j+1: 0 <1 <m,i,j#1,--- N} Ob-

servemos que gAELZL ] es naturalmente isomorfo a gAE([;?] Si s ¢ Z, denotamos

por (me] el homomorfismo (7.12) restringido a DY. Si s € Z, redefinimos

[m) [m) ~ [m] [m] -~ [m]

®s © por el homomorfismo ps o s : ﬁév — gl o donde ps : gAEOO = 9l oo
es el mapa proyeccién.

FEn este caso, reemplazaremos el Lema 9.10 por uno de los resultados de
Ref. [12] (ver también Ref. [7]):

Lema 9.18. Para cada @ = 1,...,r, escogemos una coleccion m; € Z,
si € C, \j € (C®)ymitl G e C™tY tal que s; —s; & Z para i # j.

Entonces el @;Zlg}\f([:;” -modulo ®;’:1L[mi](xi,é;) resulta irreducible cuando
gAE[mJ. Todos
los Dév—médulos de peso mdzximo cuasifinitos irreducibles son obtenidos de
este modo.

lo restringimos a DY via el morfismo GBZTZIQLT"] : DY — T_ 1900

Prueba del Teorema 9.17. La prueba es la misma como la del Teorema 9.9
pero usando el Lema 9.18, y en el caso s = 0, se debe usar el homomorfimo
cﬁ([)m] redefinido.

O

Dadas dos particiones A\* € Par®, el DV-médulo L(AT, A7), que es
obtenido por restriccion via @9 del gli B gl_o-mbdulo
LT (A\T) ® L™ (A7) resulta irreducible como Dé\f_—médulo. La construccién
de los Dé\f_—médulos L(AT, A7) es igual que antes y Lema 9.11 y Teorema
9.12 valen para D(])Y_. En este caso, el dlgebra de aniquilacién extendida
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Lie(gey 1) para gey ,; es isomorfa a la suma directa de el algebra de Lie
D(JX_ y el dlgebra N-dimensional C [0 + (d/dt)]. Teoremas 9.12 y 9.17 y las
observaciones anteriores implican lo siguiente .

Teorema 9.19. Los gcy ,r-mddulos L(AT, A7 )q, donde A\* € Par®, a € C,
son todos los gcy ,-mddulos conformes irreducibles de crecimiento finito.

Corolario 9.20. Los gcy ,;-mddulos CN[0], y CN[9]7,donde o € C, son
todos los gey ,r-mddulos finitos irreducibles.

9.7 ocy-moddulos irreducibles de crecimiento finito.

Sea DY la subélgebra de Lie de DV definida en la Seccién 6 y sea ﬁév su
extension central.

Ahora, estamos interesados en la teoria de representacién de el dlgebra de
Lie Dé\f _= ﬁf,v MDY de operadores diferenciales regulares matriciales en C
que son invariantes por —o. Ambas subalgebras heredan la Z-graduacion
de DV, pues o preserva la Z-graduacién de DV, y tenemos que D(],V =
@pez(D(J,V)p donde, sip=kEN+r,con ke Ny 0<r<N -1,

(D)y = {=H(F(D = (k= 1)/2)esi0r — F(=D + (k+1)/Dentri x11-4),
1>i> [N—I—l—r/Z]}
U {t(—k+1)(g(D —k/2)e; i—N4r — 9(—D 4+ k/2)eant1—i—r, N+1—i)s
Nor+1>i> [2N+1—r/2]}.
(9.10)

En el caso de (D,—), para p > Onecesitamos agregar la condicién (9.8).
Anilogamente, tenemos las correspondientes subélgebras de DN, deno-
[%]+5N,impar

tadas por DY y DYC. Como en el caso de DY, dado A ={AL}2)

definimos el médulo de peso méximo L(A; Df,\{ _) sobre Df,\j _ como el dnico

modulo irreducible que tiene un vector no nulo v 3 con las siguientes propiedades:

1 1 .
(Dé\{—)pvﬁ =0 para p < 0, ((D+§)n€i,i_(_D_i)n€N+17i,N+17i)U5 = A;vﬁ

para n€Zii=1,---, [g] + ON, impar -
La graduacién de Df,\f _ induce la graduacién principal de

L(A;D(],\{_) = @pez, Ly tal que Lo = Cvy.
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Médulos cuasifinitos sobre D[],\f _ pueden ser construidos comos sigue. El
DY _-médulo CN[t,¢t71]/CY nos da un morfismo de DY _ en gfi . Este
morfismo respeta las graduaciones correspondientes.

Ahora tomemos AT € C*t* y consideremos el g/ -médulo LT (A1). El
mismo argumento usado en [8], nos da lo siguiente.

Lema 9.21. Cuando restringimos a Df,\{,, el gl - mddulo LT (A1) resulta
irreducible.

Se sigue inmediatamente que LT(A1) es un médulo de peso méximo
irreducible sobre D[],V_, el cual es obviamente cuasifinito. Es facil ver que
tenemos :

Al =35+ 1/2)" Ny — G /2Ny
j=1
de modo que
_ j _ —j+1/2)z y+ i—1/2)z y—
) = Z Ana"/nl = Z eZit1/2)s )‘ijiJrl + el /2 )‘(jq)Nﬂ'
n>0 j>1
con i =1,---, [%] + 0N impar- Probaremos el siguiente teorema.

Teorema 9.22. Los DY _-mddulos LT(AT), donde AT € Part, son todos
los D;’,\’C—médulos de peso mdaximo irreducibles cuasifinitos que tienen crec-
miento finito.

La idea basica de la prueba del Teorema 9.22 es la misma que la del Teo-
rema 9.9: reducir el problema a la teorfa de representacionede la extension
central universal DY desarrollada en [11].

Recordemos que el homomorfismo <p[ mL DN gAELT:] definido en (5.10)
se extiende a un homomorfismo cp[ m . pNO ﬂ([z: ]. Ahora, la restriccién

de cp[m] DNO — gé[ ™ a Df,vo es suryectiva si y sélo si s ¢ Z/2, y en los

otros casos, usando (9.10), tenemos que (ver Seccién 6 para detalles),

Q[m] DNO — d[m] go[l/% DNO — d(@ st Npar,
Q[f;g . DNO bl 50 N impar. (9.11)

son homomorfismo suryectivos. Ahora, considereremos la restriccién a YS(J,V .
Como las limitaciones dadas por (9.8) no afectan el caso s # 0, tenemos
que cp[ ml ﬁ(],VO e ]( ¢ 7/2)y gﬁ[f;g son sobreyectivos. Uno de los
principales resultados de [11] es el siguiente (Ver Seccién 6).

— gl
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Lema 9.23. Para cada @ = 1,...,r, escogemos una coleccion m; € Z,
si€C, N\ € (C®)ymitl G e C™itL | tal que s; € Z implica s; = 0, s; € %+Z
implica s; = %, y si —s; & 7 para i # j. Entonces el @gzlg[mi}-mo’dulo
®§:1L[mi](xi, ;) resulta irreducible cuando lo restringimos a 73[],\7 via el mor-
fismo @;“:1@[;?“] : ﬁf,v — @leg[mi], donde g™l = gAE[OTZZ] (respectivamente
il or dL’Z}i]) si si & Z/2 (respectivamente , si = 1/2,N impar o s; = 0
0 si = 1/2,N par.) Todos los DY -mddulos de peso mdwimo cuasifinitos
wrreducibles son obtenidos de este modo.

Prueba del Teorema 9.22. La prueba es similar a la del Teorema 9.9. Debido
al Lema 9.23, Teorema 9.2 y (9.11), es facil ver que si L(A,Dé\f_) tiene
crecimiento finito, entonces L(&,D(]X_) = L(d[&'ﬂ; X, @) en el cual DY actia

’ ~|T . . .
via el morfismo cp% I, Ahora consideremos lo siguiente,

(a) sigq=kiN+rconk € Zyl<r<N-—1,eligiendo f; € O que se
anule en todo [ € Z hasta la m-ésima derivada excepto para la i-ésima
derivada (0 <i<m)enl=k; + 1, o bien

(b) si ¢ = k1N con k; € Z y eligiendo fo € O que se anule en todo
[ € 7 hasta la m-ésima derivada excepto para la i-ésima derivada
(0<i<m)enl =k,

vemos que todos los operadores u'Eyi14 — (—u)'E_g41-¢, con 0 < i < m
estéan en la imagen de G[sm] (DCJ,\@), excepto para ¢ = 0y ¢ = 0, pues no se
satisface la condicién (9.8).

Supongamos que la m-ésima coordenada de Xq es no nula y que m > 0.
Entonces v := (W Eqy1q — (—u)'E_q11-¢)Nv5 # 0, para todo i =1,---m
y N > 0. Pero

(Egt1,g+1 — E—q—g)v=(—N + )‘2+1>U-

Como en el Teorema 9.9, restringiendo a la subdlgebra de d([;n} isomorfa a

gl « que consiste de las matrices (aj; — a1—j1—4)ij>q+1, concluimos por

Teorema 9.2, que L[m](d(@ ]; X, ) es trivial o tiene crecimiento infinito.
Por lo tanto, la tinica possibilidad que resta es s = m = 0. Como ha
sido mostrado , la imagen de @S(Dé\f?) contiene todos los By 14— E1—¢,—¢

excepto para ¢ # 0, por lo tanto contiene todos los operadores de d[o@} N
gl D gl ~ gl . Entonces, por Teorema 9.2 , el D(],\{_—mo’dulo de peso
maximo de crecimiento finito debe ser el mismo que uno de los D]\f _-modulos
LT(AT) con AT € Par™.

O
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Ahora construiremos los ’Dé\{,—médulos L(A\*) explicitamente. El DN-
médulo V = CN[t, t71]/CN[t] definido en (9.9), visto como un D _-médulo,
resulta irreducible. Este es un Dé\f _-médulo de peso maximo de crecimiento
1 isomorfo a L*(w;) donde wy € Par™, tal que wi = 0, parai # N y w¥ = 1.

Observar que el DY _-médulo CV[t]* = @jez, (CVt7)* es isomorfo a
L+ (wl).

Como en la teorfa de Schur-Weyl, el DY _-médulo T (V) tiene una

descomposicién natural como (D2, Sys)-médulos:

TM(V) - 69)\'*'GPam+ V)\Jr ® U)\Jr
At|=M

donde Uy+ denota el Syr-mdédulo irreducible correspondiente a la particion
ATy Sy es el grupo de permutaciones.

Lema 9.24. Los Dg_—médulos Vy+ son irreducibles.

Demostracion. Como en la prueba del Teorema 9.22, extendemos la accién
de DY _en Vy+ a (Dévo)p para cada p # 0. As{ obtenemos que cada DA{_—

o — -
submédulo arbitrario de Vy+ resulte un submodulo de gNE Hoo X ds N g~€+oo &)
gl_~. Pero, por la teoria de Schur-Weyl , el gl -mdédulo Vy+ es irre-
ducible, lo cual completa la prueba. ]

Por lo tanto, hemos probado,

Teorema 9.25. Fl Dé\{_-médulo TM (V) tiene la siguiente descomposicion
como (DY _, Sar)-médulos:

o,—>

TM(V) = Bt epart Var @ Up+
At|=M

donde Uy+ denota el Syr-modulo irreducible correspondiente a la particion

AT,

Observacion 9.26. Considerando \™ € CT> podemos decir que los D(J,\L—
modulos de peso méaximo irreducible de crecimiento finito son parametriza-
dos por una sucesién no creciente de enteros (\;) ez € C* con la excepcion
de Ao < A1. Equivalenetemente, poniendo m; = \; — A;+1 podemos decir
que esos médulos son parametrizados por sucesiones de enteros no negativos
(mi)icz\{0}, tal que todos salvo un nimero finito de ellos son ceros.

El 4lgebra de aniquilacién extendida Lie™ (ocy) para ocy es isomorfa a
la suma directa del dlgebra de Lie Df,\f _ vy el algebra de Lie N-dimensional
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cNo+ %) y que los médulos conformes para un algebra conforme de Lie
coincide con los mddulos sobre el dlgebra de anulacion extendida asociada
(ver Observacién 3.4).

El Teorema 9.22 y las observaciones anteriores implican lo siguiente.

Teorema 9.27. Los ocy-mddulos L(AT),, donde AT € Par™, a € C, son
todos los ocy-mddulos conformes irreducibles de crecimiento finito.

Corolario 9.28. Los ocy-mddulos CN[0], a € C, son todos los ocy-médulos
irreducibles finitos.

9.8 spcy-moédulos irreducibles de crecimiento finito.

Ahora, consideremos Dé\’]& la subdlgebra de Lie de D(])V fijada por —& intro-
ducida en la Seccién 7. Sea ﬁé\j 5 la extension central de D(])\f 5
Estudiaremos la teoria de representacién de la subdlgebra de Lie
Dé\%’_ =D¥n ﬁé\% de operadores diferenciales regulares matriciales en
C que anulan constantes y son invariantes por —&. Ambas subdlgebras

heredan una Z-graduacién de Dév , pues & preserva la Z-graduacion de Dév ,
Dé\j& = @pez(Dé\%)p, dondesip=kN+r,conkeNy0O<r<N -1,

(DY)p = {5 H (D = kf2)es isr + F(=D + K/2)ens1ri 1),
1<i< [N+1—7«/2]}
U{tRD(g(D = (k+1)/Der,ionir + 9(=D + (k +1)/2)ean1 i x41-4),
N-r+l1<i< [2N—|—1—r/2]}.
(9.12)

En el caso de (Dé\f&,_)p para p > 0 necesitamos agregar la condicién (9.8).

Similarmente, tenemos las correspondientes subalgebras de DVO, denotadas
N .
> |5 |+ON, impar
por DYY v DY _. Como en el caso de DY, dado A = {A;}l[:zl] v
definimos el médulo de peso maximo L(A; DY, ) sobre DY, _ como el
(inico) médulo irreducible, que tiene un vector no nulo vz con las siguien-
tes propiedades:

(Dé\j@—)pvﬁ = (0 para p < 0, (D”ei,i + (_D)neN—i-l—i,N—}—l—i)UA = A%’UE

para n€Zyi=1,---, [%] +5]\/,i111pa1r'
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La graduacion de Dé\f 5— induce la graduaciéon principal
L(&;Dé\f@_) = Dpez, Ly tal que Lo = Cug.

Como en la seccién anterior, el Dé\f&7_-mo'dulo CN[t,t71]/C¥ nos da un
morfismo de D(J)\’Ta_ en glio . Hsos morfismo respetan las graduaciones
correspondientes.

Ahora tomemos AT € C** y consideremos el g/ -médulo LT (AT). El
mismo argumento que se usé en [8], nos da lo siguiente.

Lema 9.29. Cuando restringimos a Dé\%’_, el médulo LT (A1) resulta irre-
ducible.

Teorema 9.30. Los D}, _-mddulos L*(\T), donde At € Par™, son to-
dos los Dé\fa,f—mddulos de peso mdximo irreducibles cuasifinitos que tienen
crecimiento finito.

La idea bésica del Teorema 9.30 es la misma que la del Teorema 9.9:
reducir el problema a la teoria de representaciones sobre la extension central
universal Dé\f 5~ desarrollada en la Seccién 7.

A[m

Recordemos que el homomorfismo @Lm] . DN gl

~[m] | ﬁNO%ﬂL’:]

] definido en 5.10

se extlende a un homomorfismo @y . Ahora, la restriccién

A[m] D o, gé[ ™ (])V © es suryectiva si y sélo si s ¢ Z/2, y en los otros
casos, usando (9.12)7 tenemos que (ver Seccién (7) para detalles)

P DYY = Ml sez)2 (9.13)

es un homomorfismo suryectivo. Ahora, consideremos la restriccién a Do 5 —
Como las restrlc(nones dadas por (9.8) no afectan el caso s # 0, tenemos que
G[Sm] : ﬁé\fo — gf ( ¢ 7/)2)y gﬁ[{;g D O 5 ™ son suryectivos. Uno
de los principales resultados [13] es el 81gu1ente.

Lema 9.31. Para cada @ = 1,...,r, escogemos una coleccion m; € Z,
5; €C, ¢ € (Co)ymitl & e C™HL | tal que s; € Z implica s; = 0, s; € & 5 +2Z
implica s; = %, Yy si —S; ¢ Z para i # j. Entonces el ®]_ g[ml} modulo

ZzlL(g[ il )\1,01) resulta irreducible cuando lo restringimos a DO = via el

~[m;]

morﬁsmo Di_1Ps; D()a — @l_, g™, donde g™l = gﬁ[ (respectiva-

mente cm Z]) st s; ¢ Z]2 (respectivamente , si = 1/2, o s; = 0.) Todos los
Do 5-modulos de peso mdzimo cuasifinitos irreducibles son obtenidos de este
modo.
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Prueba del Teorema 9.30. La prueba es similar a la del Teorema 9.9 Debido
a el Lema 9.31, Teorema 9.2 y (9.13), es facil ver que si L(A,Dé\%’_) tiene

crecimiento finito, entonces L(A, Dé\f&ﬁ) = L(cgg }; X, @) en el cual YS(J,V actia

via el morfismo g/ﬁ([)m}. Ahora consideremos lo siguiente:
(a) sig=kiN+r,conk; € Zy1l<r < N-—1,elegimos fi € O tal que se
anule en todo [ € Z hasta la m-ésima derivada excepto para la i-ésima
derivada (0 <i<m)enl=Fk; + 1.

(b) Si g = (ki +1)N, con ky € Z, elegimos fo € O tal que sea anule en
todo | € Z hasta la m-ésima derivada excepto para la i-ésima derivada
(0<i<m)enl=k +1.

Vemos asi que todos los operadores uiEqH,q—l—(—u)iE_qH’ —gocon0<i<m
NO )

estdn en la imagen de @Lm] (Dos.—
Supongamos que la m-ésima coordenada de Xq es no nula, y que m > 0.

Entonces v := (u™Eg41,4 + (—u)iE_quL_q)NUX # 0 para todo N > 0. Pero

(Eqt1.9+1 = E—gq v = (=N + )‘2+1>U-
Como en el Teorema 9.9, restringiendo a la subalgebra de ng Visomorfa a
g?, «, que consiste de matrices (a;; — (—1)i+ja1_j71_i)i,j2q+1 concluimos por
Teorema 9.2, que L[ml(cL’Z? ]; X, €) es trivial o tiene crecimiento infinito.

Por lo tanto, la tinica posibilidad que resta es s = m = 0. Como ha
sido mostrado, la imagen de @s(Dé\,[g,) contiene todos los Eyi1,4 + E1—g,—q
excepto para ¢ # 0 (pues no se satisface la condidicién 9.8) para p = 1.
Por lo tanto contiene todos los operadores de CLZL] N gNE_OO 5] g~€+oo o~ g~€+oo.
Entonces, por Teorema 9.2 | Dé\i-,ﬁ—médulo debe ser el mismo que uno de
los DJ; _-médulo LT (AT) con At € Par™.

O

Como en la seccién precedente, podemos construir los D(])\f57_-médulos
L(\Y) explicitamente. El DY-médulo V = CN[t,t71]/CN[t] definido en
(9.9), visto como un Dé.\f,—médulo, resulta irreducible. Este es un Dé\f57_—
médulo de peso méximo de crecimiento 1 isomorfo a LT (w;)donde wy €
Par™, tal que w! =0, parai # N y w{v =1 ‘

Observar que el Dé\%’_—médulo CN[t]* = ®jez, (CNt9)* es isomorfo a
L+(w1).
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Como en la teoria de Schur-Weyl , el Dé\f&,_—médulo TM(V) tiene una
descomposicién natural como (D5 _, Sar)-médulos:

TM(V) = Bt epart Var @ Uyt
At|=M

donde U,+ denota el Sjyr-médulo irreducible sorrespondiente a la particion
At

Lema 9.32. Los Dé\j&’_—mo’dulos Vi+ son irreducibles.

Demostracion. Como en la prueba del Teorema 9.22, extendemos la accién
de D(])\’[&’_ en Vy+ a (D(J)Yg_)p para cada p # 0, obtenemos que cada D(J)Y&’__
submddulo arbitario de Vy+ es un submédulo de gl ~ cocNgl o D gl_ .

Pero, por la teroria de Schur—Weyl, el 56 Loo-modulo Vy+ es irreducible, lo
cual completa la prueba. O

Teorema 9.33. Los Dé\’]&,f—mo’dulos TM(V) tienen la siguiente descom-
PoSicion como (Dé\i}ﬁ, S )-modulos:

TM(V) = @)\+€Par+ V)\-&- X U)\+
IAF|=M

donde Uy+ denota el Syr-modulo irreducible correspondiente a la particion
AT

El élgebra de anulacién extendida Lie™ (spcn 1) para spenqr es iso-
morfa a la suma directa de el dlgebra de Lie Dé\f&_ y el algebra de Lie

N-dimensional CV (9 + %) y que los médulos conformes para un algebra
conforme de Lie coinciden con los moédulos sobre el algebra de anulacion
extendida (Ver Observacién 3.4).

El Teorema 9.30 y las observaciones anteriores implican lo siguiente

Teorema 9.34. Los spcy zr-mdédulos L(AT)s,donde AT € Part, a € C, son
todos los spcy zr-mddulos conformes irreducibles de crecimiento finito.

Corolario 9.35. Los spcy ,r-mddulos CcN [0]a o € C, son todos los spcn z1-
mddulos irreducibles finitos.
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