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Abstract

In these thesis we work on branching laws for discrete series: on the one hand, relate the
tensor product decomposition for holomorphic discrete series given by Jakobsen and Vergne and
the path model for complex reductive Lie algebras given by Littelmann; on the other hand we
study branching laws for some discrete series which are small, in the sense of Gross and Wallach,
specially those whose groups admitting quaternionic structure.

Regarding the first problem, in order to study tensor product decomposition for holomorphic
discrete series, from a well known result given by Jakobsen and Vergne, the problem can be
reduced to a tensor product decomposition for compact groups problem, which we related to
Littelmann’s path model, in this way we can derive a formula for the decomposition in the
holomorphics case in terms of paths.

For the second problem, we take G a connected semisimple Lie group such that the quotient
with one maximal compact subgroup, its a homogeneous manifold such that admits a quaternio-
nic structure. Such groups can be obtained as the real form of a complex group from a Vogan
Diagram. This diagram, in turn, determines a Weyl chamber of G which we call quaternionic
chamber, which parameterize certain discrete series of GG, but not all. We focus in these kind
of discrete series of G and we call it quaternionic discrete series. When H is a closed reductive
subgroup of G such that the quotient of H with one maximal compact subgroup also admits
a quaternionic structure, so we can also consider quaternionic discrete series of H. For some
subgroups H, we proved that restriction of a quaternionic discrete series of G splits into the
direct sum of quaternionic discrete series of H, and determine its multuplicity.

Lastly, we study the relationship of two different branching formulas, one given by Gross and
Wallach and the other given by Duflo and Vargas and we try to deduce one in terms of the other.

Keywords: Branching Laws, Multiplicity, Hermitian symmetric space, discrete series, Harish
Chandra parameter, Littelmann’s path model, semisimple Lie group, Weyl group.
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Resumen

En esta tesis tratamos problemas relacionados con restricciones de series discretas: por un
lado, relacionar la descomposicién del producto tensorial de series discretas holomorfas dada
por Jakobsen y Vergne con la teoria de caminos de Littelmann para &lgebras de Lie complejas
reductivas, y por otro restriccion de series discretas pequenas, en el sentido de Gross y Wallach,
en particular, series discretas sobre grupos que admiten estructura cuaterniénica.

Con respecto al primer problema, con el fin de estudiar la descomposicién del producto
tensorial de dos series discretas holomorfas a partir de un resultado dado por Jakobsen y Vergne
el problema se reduce a un problema de productos tensoriales de grupos compactos, el cual lo
relacionamos con la teoria de caminos desarrollada por Littelmann, obteniendo de este modo
una férmula para la descomposicién del producto tensorial de dos series discretas holomorfas en
términos de caminos de Littelmann.

Para el segundo problema, consideramos un grupo de Lie G semisimple conexo tal que el
espacio cociente con un subgrupo compacto maximal es una variedad homogénea que admite una
estructura cuaternidnica, entonces G se puede definir como la forma real de un grupo complejo
mediante un diagrama de Vogan. Dicho diagrama corresponde a un sistema de raices positivo
del algebra complexificada con respecto a una cierta subalgebra de Cartan, y la cdmara de Weyl
asociada a este sistema, que la denominamos cdmara cuaternionica, y determina parametros de
Harish-Chandra asociados a series discretas de G. Entonces consideramos la restriccién de estés
series discretas de G a cierto subgrupo H tal que el espacio cociente con un subgrupo compacto
maximal de H, también admite una estructura cuaterniénica. Probamos que las series discretas
de G que tienen pardmetros de Harish-Chandra en la cdmara cuaterniénica, se descomponen en
discretamente en series discretas de H cuyos parametros de Harish-Chandra estan en la camara
cuaterniénica de H y determinamos su multiplicidad.

Por 1ltimo, analizamos dos férmulas de restriccién diferentes a ciertos subgrupos reductivos
una dada por Gross y Wallach, y la otra por Duflo y Vargas, y estudiamos céomo relacionarlas
una con la otra.

Math. Subject Classification (2010): 22E46 Semisimple Lie groups and their representa-
tions, 22E47 Representations of Lie and real algebraic groups: algebraic methods, 17B10 Re-
presentations, algebraic theory (weights), 17B20 Simple, semisimple, reductive (super)algebras,
17B22 Root systems, 32M15 Hermitian symmetric spaces, bounded symmetric domains, Jordan
algebras, 05E10 Combinatorial aspects of representation theory.

Palabras y frases claves: Restricciones de representaciones, multiplicidad de una subrepresen-
tacion, espacio simétrico hermitiano, series discretas, parametro de Harish Chandra, caminos de
Littelmann, grupo de Lie semisimple, grupo de Weyl.
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Introduccion

Sea G un grupo de Lie reductivo conexo. La teoria de representaciones estudia mediante
métodos analiticos y algebraicos, las posibles acciones de G sobre un conjunto X. Cuando X
tiene estructura de espacio topoldgico, la accién de G generalmente tiene un tratamiento analitico.
Si ademdas X es un espacio de Hilbert, el tratamiento conlleva analizar problemas analiticos y
problemas algebraicos.

Los “bloques fundamentales” son las representaciones que no tienen subrepresentaciones pro-
pias no triviales, llamadas representaciones irreducibles. En el caso G compacto las representacio-
nes irreducibles estan parametrizadas por sus pesos maximos y todas estas resultan de dimensién
finita. Mds ain, toda representaciéon de un grupo compacto GG se descompone como suma directa
de las subrepresentaciones irreducibles que contiene y se puede dotar a X de un producto interno,
de modo que la accién de cada elemento de GG sobre X resulte unitaria respecto a este producto
interno; estas representaciones se dicen unitarias. Para el caso G no compacto el problema resulta
mas complejo, en general no toda representacién admite un producto interno, sobre X, de modo
que la accién es unitaria y las representaciones unitarias no resultan de dimension finita. Mas atn,
no todas las representaciones unitarias se descomponen en suma directa de subrepresentaciones
irreducibles.

Sin embargo, un resultado de Harish-Chandra asegura que todo grupo de Lie reductivo es de
“tipo I” en el sentido de las dlgebras de von Neumann, lo cual implica que dada una representacion
unitaria de GG sobre un espacio de Hilbert separable, se descompone como la suma directa de
Hilbert de todas sus subrepresentaciones irreducibles méas un espacio de Hilbert llamado “el
espectro continuo”.

Como G es localmente compacto existe una medida “invariante a izquierda” sobre G. De modo
que si X = L?(G) la representacién de G sobre si mismo dada por la multiplicacién a izquierda,
induce una representacion sobre X que resulta unitaria. Una subrepresentacién irreducible de
dicha representacién se dice una serie discreta de G.

Sea H C G un subgrupo reductivo cerrado de G, y sea (m, X) una serie discreta de G. En-
tonces al restringir 7 al subgrupo H, se obtiene una representaciéon de H sobre X, (7|g, X), y
por tanto por el teorema de Harish-Chandra mencionado 7|z se descompone como suma directa
de subrepresentaciones irreducibles de H mas el espectro continuo. Mas atn, es bien sabido de
la teoria de series discretas (ver apéndice en [GW00]) que en dicha restriccién las subrepresen-
taciones irreducibles de H que ocurren son unitariamente equivalentes a series discretas de H;
es decir, el espectro discreto de la restriccion de una serie discreta de G a un subgrupo cerrado
H se descompone en suma directa de series discretas de H. De este modo surgen tres problemas
naturales:

1. {Cuéles representaciones irreducibles de H ocurren en la descomposicién de (7|g, X)?
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INTRODUCCION

. ;Bajo qué condiciones se puede asegurar que toda subrepresentacién irreducible de H ocu-

rre un numero finito de veces?, es decir, si dim homg (V;, X) < oo para toda representacion
unitaria irreducible de H, (1, V).

Calcular dimhompg(V;, X) para toda representacién unitaria (7,V;) de H.

Definicién 0.0.1. Una representacion unitaria (7, X) de G tal que para toda representacion
unitaria irreducible (1, V;) de H, satisface dim hompg (V;, X) < 0o y no posee espectro H -continuo
se dice que es H-admisible. La descripcion explicita de (3) se dice una formula de restriccion
(Branching Law en inglés).

Este trabajo se centra en analizar restricciones de series discretas en tres casos especiales y
en particular en obtener férmulas de restriccion para dichos casos. El trabajo se divide en tres
problemas en principio no relacionados.

1.

El primero de estos, cuando G tiene un subgrupo compacto maximal K, tal que la variedad
homogénea GG/ K admite estructura hermitiana. En este caso Harish-Chandra (ver [Kna86])
construyd una clase especial de series discretas que se pueden realizar sobre un espacio de
Hilbert de funciones holomorfas, llamadas series discretas holomorfas. Si H es un subgrupo
cerrado de G con subgrupo compacto maximal L tal que H/L admite estructura hermitia-
na, bajo ciertas condiciones de compatibilidad, resultados de Jakobsen y Vergne muestran
que la restriccién de una serie discreta holomorfa de G se descompone discretamente (i.e.
el espectro continuo es cero) y admisiblemente en series discretas holomorfas de H.

En particular, dadas dos series discretas holomorfas de G su producto tensorial (exterior)
es una serie discreta holomorfa del grupo G x G. Si H es el subgrupo diagonal de G x G,
entonces la férmula de restriccion para H es equivalente a la descomposicién de la repre-
sentacién de G del producto tensorial (interno) de estds series discretas holomorfas. Por
lo tanto, los resultados de Jakobsen y Vergne concluyen que cada serie discreta holomorfa
que ocurre en el producto tensorial, ocurre finitas veces; mas ain, obtienen una férmula de
descomposicién del producto tensorial en términos de ciertas representaciones irreducibles
del subgrupo maximal compacto K de G y el producto tensorial de estas.

En resumen, el resultado de Jakobsen y Vergne, convierte el problema de tensorizar series
discretas holomorfas en un problema de descomposicién de productos tensoriales de grupos
compactos y este, a su vez, se puede llevar al problema equivalente en algebras de Lie
complejas.

Para entender la descomposicién de productos tensoriales, Littelmann en [Lit94], [Lit95] y
[Lit97] introduce la teoria de caminos, cuya idea nace en interpretar geométricamente la
teoria combinatoria de tableaux de Young para el caso A, y generalizarla para las deméds
algebras semisimples complejas. A grandes rasgos, un camino es una curva lineal a trozos
sobre el espacio de pesos racionales (ver definicién [[L1.1]). Siguiendo trabajos de Lakshmibai
y Seshadri, Littelmann introduce dos operadores e, f (ver definicién [[.T.4]) sobre el espacio
de caminos y obtiene una féormula para el caracter de una representacién irreducible de
un algebra de Lie semisimple en términos de estos operadores (ver Cap 1,1), dados por
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un subconjunto de caminos B. Con base en esta férmula obtiene una descomposicién del
producto tensorial de dos representaciones irreducibles (ver [LT.10).

Por otro lado, el dlgebra de Lie complexificada g de G, tiene descomposiciéon de Cartan
g = £@p, con t el dlgebra de Lie complexificada de K. La representacion adjunta da
estructura de K-moédulo al subespacio p. Dado un toro maximal 7' C K la subdlgebra
t := Lie(T)®grC, es una subdlgebra de Cartan de g y £ simultdneamente. Tomemos ®* (g, t)
un sistema de raices positivo del sistema de raices ®(g,t), de modo que el conjunto de
raices positivas no compactas es invariante por el grupo de Weyl de K, Wi . Existen, salvo
conjugacién por Wy dos elecciones de @1 (g, t). Fijado un ®*(g, t), sea II las raices simples
de ®*(g,t). Entonces II es unién disjunta del subconjunto de raices simples compactas y
el subconjunto de raices simples no compactas, denotadas por Il. y II,, respectivamente.
La eleccién en el sistema de raices satisface que II,, tiene un 1inico elemento ay,..

Sea pt =P acd+ (g ) Ga NP Entonces pT es un K-submdédulo irreducible de p, y por tanto
S(pT) tiene estructura de K-moédulo. Los resultados de Jakobsen y Vergne (ver (I.2.5))
indican que para entender la descomposicion del producto tensorial de series holomorfas,

es necesario entender la descomposicién del producto tensorial de un K-moddulo irreducible
con S(p™).

Schmid en [Sch69] determiné la descomposicién de S(p™) en £-mdédulos irreducibles, calcu-
lando los pesos méximos de las representaciones irreducibles que ocurren en S(p™) y sus
multiplicidades (todas ocurren con multiplicidad uno).

Para explicar los resultados obtenidos en esta tesis fijemos alguna notacion.

Notacién. a) eq,f, operadores sobre el espacio de caminos definidos por Littelmann
(ver definicién [[L1.4)).
b) 6 = camino nulo y que anula a todos los caminos (ver notacién [[LT.3] capitulo 1).

¢) Sea A C II. un subconjunto de raices simples compactas, y sean (,¢’ dos caminos
distintos de 6, definimos ( =<4 (' si ( = (’ o si existen raices compactas simples
ag,...,qp € A tales que e,, -+ €4,(() = (’; en este caso decimos que los caminos
estdn unidos por una caminata en el grafo de ¢ a ¢’ con aristas en A.

d) Si A =TI, escribiremos ¢ < ¢’ para denotar ¢ <y, (.
e) ¢ ]<A ={nl¢=an}

f) [¢]= == [{]=y.- Cada uno de los conjuntos [(]< es finito.
g) Para un camino ¢ definimos los conjuntos

P ={aell| 3, ¢=n fu(n) #0}  EP={acll| In, (=n, ea(n) # 0}
Ff={aell.| 3n, n2¢ fuln) #0)  EM ={aell| 3n, 1= ealn) # 6}
h) k := Rango real(G). Identificando la uinica raiz simple no compacta a,,. con su camino

asociado taye; t € [0,1] (ver definicién [LI]]), definimos inductivamente conjuntos
A & -+ & Ay =TI, del siguiente modo:

1) A; :=1II.. Supongamos que el conjunto A; ha sido definido previamente.
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2) Consideremos [anc] 4 = {n | anc < 0}, el conjunto de elementos mayores o iguales
a ape con el orden <.

3) Tomemos M; el conjunto de elementos maximales de [ou,] <, con respecto a la

relacién de orden < (como veremos, para nuestro caso las relaciones de orden = 4,
y = son iguales en el conjunto [ayc]<, ).
- 1

4) Sea W; ={a €11, | v € M;f,(v) # 6}. Sii <k, sea Aj1q := A; \ W,.

Utilizando esta notacién; en el capitulo 2 probaremos el siguiente teorema:

Teorema I. Conservando la notacion anterior se tiene:

a) Para cada i =1,... k; [oznc]&q, tiene elemento mdximo v; con respecto a la relacion

de orden =<; esto es, M; = {v;}

b) Sea vy <X -+ 2 v 2 vy la sucesion de caminos construida en a). Entonces el con-
junto de pesos {v1(1),...,vk(1)} es un conjunto fuertemente ortonormal de raices no
compactas positivas.

¢) Dados ny > mng > -+ > ng > 0 enteros no negativos. Tomemos el camino
T(ny,my) = VI ¥ Vg™ % oo % vk, (ver definicion L2 capitulo 1).

Entonces T, ... n,) €5 un camino tal que (T(n, . n,)(t),@) > 0 para todo t € [0,1] y
toda a € Il.; es decir, la imagen del camino es dominate respecto a la eleccion de
raices simples compactas 11,.
La importancia de este teorema es que obtiene caminos m(,,, . n,) = vt
dominantes respecto a la cdmara de Weyl compacta cuyos pesos, . n,)(1), son preci-
samente los pesos maximos descritos por Schmid.

* Uy ke kR

Teorema I1I. Sean ny > ng > --- > nyi > 0 enteros no negativos. Conservando la notacion

del teoremall Sea

_ 1 n2 Nk
ﬂ-(nlvvnk)P_{T,‘nle *V2 *"'*Vk },

ni

la orbita de vy * vy? - - - % ng por los operadores f. Entonces w es igual a los

(1) >

caminos (i xoox (TR (2w (Freeek dfk % CF que satisfacen:

1) Para todo 1,7, Cij € [anc]j; es decir, Qe = Cl.j < y;.
2) Cij = {ij_l para todo j < k;1 <i < nj.

3) EE‘;P N Ez‘;il =0= FCS;_IP N Fé{?ﬁl para todo 1 <i < mjqq.

Entonces dados nq > --- > n; > 0 enteros no negativos, la féormula del caracter dada por
Littelmann (Teorema [[.T.9, Cap 2) implica que el caracter del &-médulo irreducible de peso
maximo nivi(1) + - - + ngrE(l) es igual a:

Char(vnﬂ/l(1)+"'+nka(1)) = @ eT(l)
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Por otro lado, los resultados de Schmid concluyen que el caracter del &mdédulo S(p™)
cumple

+1) —
Char(S(p )) = Z Charvn1u1(1)+---+nkuk(1)-
ny>-2>n,>0
n; €L
Por tanto, si By = U T(ny,...,ny,)s- Las ultimas dos expresiones concluyen que el
nyp>-->np>0 -
n;EZ

caracter del &mddulo S(p™) es igual a:

CharS(pt) = EB e™™M

TEB

El interés en esta formulacién del caracter, en lugar de tomar la formula dada por Schmid,
es que permite combinar los resultados de Jakobsen-Vergne y la férmula de Littelmann
para el producto tensorial para reformular la descomposicién del producto tensorial de dos
series discretas holomorfas. Antes de formular el resultado, recordaremos el marco general.

Sea G un grupo de Lie simple, KX C G un subgrupo compacto maximal tal que G/K
admite estructura hermitiana. Sea 7" C K un toro maximal de K y t su algebra de Lie
complexificada, por tanto t es una subélgebra de Cartan de g y €. Sean ®(g,t) y P(£, 1)
sistemas de raices de g y € respectivamente, y ®*(g,t) un sistema de raices positivo tal
que todas las raices simples excepto una son compactas, y sea @ (£ t) = ®(€,t) NPT (g, t).
Denotemos por a;,. la Unica raiz simple no compacta y por Cq, v, Ci las cdmaras de Weyl
asociadas a ®T (g, t) ,y, T (£, t) respectivamente. Sea k el rango real de G.

Teorema III. Sean (my,, H1), (my,, Ha) dos series discretas holomorfas de G con pardme-
tros de Harish-Chandra A1, Ao y K-tipos minimales A1, Ao respectivamente, tales que \; €
Cq para i = 1,2. Para un K— tipo p, sea H(u) la serie discreta holomorfa con K -tipo
minimal .

Sea n € Ck, y sea P, el conjunto de los caminos T € By, tales que si 7 = grlu * .ok (L ox
Gox...x(Fx...x(F € Tny,onp)sr Para cada 0 < s <k y cada 1 <1 < ngyy se tiene

s nj
j +1
77+ZZ%+1: +ZC%Z+1+1Z ) € Ck.
j=1i=1

En el caso especial G = SO(2,2n+1), suponemos también que (77—1-2221 Z?il Cﬂ;ﬁl_i(l)"‘
S G (al) > 0, i (¢ L (1),0) = 0 para toda a € I1,.

ngy1+1—1 nsy1+1-1
FEntonces
Hy® Hy = EB m(n, A1, A2)H(n + 7(1))
[7,A1®A2]#0
TEP,

donde m(n, A1, Asy) = #({m = (tA1) (1) | 7 2 (tA2); w(t) € Ck, Vt € [0,1],n = (1)}
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El conjunto P, se calcula explicitamente en ciertos casos, por lo cual las condiciones sobre
7 se pueden dar en términos de desigualdades omitiendo de este modo las referencias a los
caminos.

2. Otra parte del trabajo se desarrolla en el siguiente contexto: Sea G(C) un grupo de Lie sim-
ple, conexo, complejo, simplemente conexo sobre C, con dlgebra de Lie g, entonces existe
una forma real G de G(C) tal que, si K es un subgrupo compacto maximal de G, la variedad
homogénea G/K admite una estructura cuaterniénica. Wallach en [Wal03] demostré que si
G no es de tipo C,, existe un subgrupo H C G localmente isomorfo a SU(2,1). Queremos
estudiar la restriccién de una serie discreta, ﬂf, de G a H.

Si el pardmetro de Harish Chandra A de 7T>C\; se toma en una camara de Weyl especial que
llamamos cdmara cuaterniénica, ﬂf tiene restriccion admisible a H. Por consiguiente, los
parametros de Harish-Chandra p de H que ocurren en la restriccién (salvo conjugaciéon por
el subgrupo compacto maximal de H) pertenecen a tres posibles cimaras Weyl de H, dos de
dichas cdmaras determinan series discretas holomorfas. Nuestro interés se centra en mostrar
que los parametros de H que aparecen en la restriccién pertenecen a la cidmara de Weyl
cuyas raices simples son no compactas. Asi mismo, es posible dar una férmula para calcular
las multiplicidades de la restriccién. Para esto, nuestra herramienta principal corresponde
a una férmula dada por Duflo y Vargas en [DVI10] la cual asegura la admisibilidad de
la restriccion y permite calcular las multiplicidades, asi como una férmula de Heckman
[Hec82| que es su andlogo para grupos compactos.

Teorema IV. Sea W)Cf una serie discreta de G con pardmetro de Harish-Chandra \ € t*

en la cdmara cuaternionica. La restriccion a H de 7T>C\; se descompone como suma directa
de series discretas de H, tal que los pardmetros de Harish Chandra v de H asociados a los
factores irreducibles de 7T>C\; |ir pertenecen a la camara asociada al sistema de raices tal que
las raices simples sonm no compactas, es decir, la restriccion no tiene factores en la serie
discreta holomorfa ni antiholomorfa.

Cada grupo G tiene subgrupo compacto maximal K tal que K = K x K5, donde K> es un
grupo compacto localmente isomorfo a SU(2). SiT C K es un toro de K, la descomposicién
de K induce una descomposicion de t* = (tN€;)* @ (t N €2)*, donde ¢; es el dlgebra de Lie
complexificada de K; y cada tN¥; es una subalgebra toral en el factor ¢. Por tanto un
parametro de Harish-Chandra A admite la descomposiciéon A = A\; + A2 con \; € (¢ Nt)*.
El subgrupo L := KN H es un subgrupo compacto maximal de H y U := TN H es un toro
maximal de L, y por tanto, por la condicién de Rango (H) = Rango (L), la complexificacién
u de Lie(U) es una subélgebra de Cartan de H tal que u C t. Sea ¢, : t* — (u)* la
aplicacion restriccion.

Proposicion V. Sea (le Vi) la representacion irreducible de Ky con caracter infini-
A0 1

tesimal A\1. Sea A(Vy,) el conjunto de pesos de la representacion ﬂil, para v € A sea
M(A1,v) la dimension del espacio de peso v, extendamos v a & por vlg, = 0. Entonces
existen A, Ao € u*, y, d € Z tales que los pardmetros de Harish-Chandra p de H que
satisfacen mf (X, ) # 0 son de la forma p = (n + d)Ay + (m + d)As + qu(A2) + qu(v) con
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n,m € Zso, v € A(Vy,) y ocurre con multiplicidad

m+d—1\/n+d—1
VEA(VAl)
n,mEZ>q

p=(n+d)A1+(m~+d)Aa+qu(A2)+qu(v)

Las demostraciones se hacen caso por caso en cada G, obteniendo Ay, As, d. Este resultado
generaliza el caso de ciertas series discretas estudiado por Wallach en [Wal03], llamadas
series discretas cuaternidnicas, quien da la restriccién a H de estas series discretas.

Por otro lado, al igual que en el caso SU(2,1) , para p < q es posible también estudiar
las restricciones de SU(2,q) a SU(2,p) con pardmetros de Harish-Chandra en la cdmara
cuaternionca. En este caso, un teorema dado por Dulfo y Vargas permite estudiar dicha res-
triccién, primero estudiando la restriccién a un subgrupo H del mismo rango de SU(2, p).
Usando esta técnica nos concentramos en el problema de entender la restriccién.

3. La tultima parte del trabajo se centra en encontrar la relacién entre dos férmulas de restric-
cién para ciertas series discretas. Sea G un grupo simple y ¢ una involucion de G, y sea H la
componente conexa del conjunto de puntos fijos. El par (G, H) se dice un par simétrico, y H
se dice un subgrupo simétrico de G. En [GW00] Gross y Wallach distinguen ciertas cAmaras
especiales sobre cada grupo (si existen). Si un pardmetro de Harish-Chandra esta en alguna
de estas cdmaras, la serie discreta ) asociada a dicho pardametro se dice pequena (en el
sentido de Gross-Wallach). Las series discretas holomorfas y cuaterniénicas, asi como las
representaciones de peso maximo de un grupo compacto, son ejemplos de series discretas
pequenas. Gross y Wallach demuestran que la restriccion de una serie discreta pequena 7y
a ciertos subgrupos simétricos H es H-admisible (def. [0.0.1]) y obtienen una férmula para
sus multiplicidades. Por otro lado, la mencionada férmula de Duflo y Vargas concluye en
este caso igualmente la H-admisibilidad y obtiene otra férmula, aparentemente distinta,
para las multiplicidades. Por tanto, cabe entender cémo se puede deducir la férmula de
Gross-Wallach a partir de la férmula de Duflo y Vargas. La tercera parte da una deduccién
de este hecho.

En aras de la claridad, todos los teoremas anteriormente citados son enunciados nuevamente
en la tesis conforme se vayan desarrollando los temas. La exposicién estd organizada del siguiente
modo:

La primera parte aborda el problema. del producto tensorial de series discretas holomorfas. El
primer capitulo explica los resultados obtenidos por Littelmann y la descomposicién del producto
tensorial en el caso semisimple compleja. La exposicion de estos resultados se sigue de los trabajos
[Lit94],|Lit95], [Lit97]. Posteriormente, se explican los resultados sobre series discretas dados por
Harish-Chandra y la descomposicién del producto tensorial formulada por Jakobsen y Vergne.

El capitulo dos calcula la 6rbita de los operadores de Littelmann sobre «,,. caso por caso
y asocia a cada caso un grafo. Esto es importante en direcciéon a entender los pesos descritos
por Schmid, en términos de caminos de Littelmann. Teniendo en cuenta dicho grafo, se pueden
obtener los pesos de Schmid de un modo algoritmico, simplemente observando los diagramas
asociados. El objetivo de este capitulo es demostrar el teorema [l (teorema 2.0.8] capitulo 2).
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La importancia de este procedimiento es que permite obtener la férmula del caracter de
S(p*) como &-médulo en un modo algoritmico (teorema [[l), y de este modo la descomposicién
del producto tensorial (teorema [II)). Finalmente en el capitulo 4 se describe explicitamente el
conjunto F;.

La segunda parte a su vez se divide en tres partes. La primera (capitulos 5-7) aborda la
férmula de descomposicién al subgrupo localmente isomorfo a SU(2,1), para esto, se explica la
férmula dada por Duflo y Vargas y los pardmetros que Harish-Chandra de SU(2, 1) para examinar
cudles de dicho parametros ocurren en la restriccién. Los resultados se hacen nuevamente caso
por caso y en cada caso se establece el teorema correspondiente al teorema [B y la proposicién
Bl La segunda parte (capitulo 8) estudia el caso especial de la restriccién SU(2,p) C SU(2,q),
obteniendo la descomposicion de la restriccién. También podemos concluir que la restriccion a
SU(2,p) de una serie discreta con parametro de Harish-Chandra en la cdmara cuaterniénica se
descompone admisiblemente y discretamente en series discretas de SU(2,p) cuyos pardametros
de Harish Chandra estda en la cdmara cuaternionica, este resultado es analogo al del teorema
Bl Este resultado es anédlogo al resultado obtenido por Jakobsen y Vergne para series discretas
holomorfas y el resultado de Gross y Wallach para pares simétricos (G, H) y representaciones
pequenas. Ademads, en el estudio de esta restricciéon se usa un interesante método sugerido por
Duflo y Vargas, que consiste en restringir la representacién a un subgrupo de SU(2,p) del mismo
rango y posteriormente “levantar” la multiplicidad al grupo SU (2, p).

Finalmente, la tercera parte (capitulo 9) estudia la relacién entre las férmulas de Duflo
y Vargas con la féormula de Gross y Wallach, en la cual se obtiene una deduccién de esta,
simplificando la suma dada por Gross y Wallach.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de caminos de Littelmann

El objetivo de esta seccién, es dar la teoria bésica de caminos desarrollada por Littelmann.
Nuestra exposicién se centra principalmente en los trabajos [Lit94],[Lit95],[Lit97]. En primer lu-
gar se introduce la notacién bésica y se definen los operadores e y f (def. [[T.4]), los cuales son
fundamentales para poder enunciar el Teorema [LI.I0l asi como el Teorema [[.T.9 que son una
herramienta fundamental en nuestro trabajo.

Sea g un algebra de Lie compleja semisimple, sea t una subdlgebra de Cartan de g y notemos
por X el reticulo de pesos enteros, sea Xg = X ®7 Q. En esta seccién notaremos por [0,1] := {t €
Qlo<t<1}.

Definicién 1.1.1. Un camino de pesos racionales es una funcion lineal a trozos n : [0,1] — Xg
tal que n(0) = 0.

Dos caminos 7, 1 diremos que son equivalentes si son iguales salvo una reparametrizacién por
una funcién continua f : [0,1] — [0, 1] no decreciente, biyectiva y lineal a trozos de modo que,

p=mnof.

Por el peso del camino 7 nos referiremos al punto final; 7w(1). Un camino se dice que tiene
peso entero si m(1) € X.

Cada A € X tiene trivialmente asociado un camino con peso A, a saber, my(t) = tA, t € [0,1],
el cual, por abuso de notacién, escribiremos igualmente por A y llamaremos el camino A o el ca-
mino asociado a \. En particular, el camino asociado al peso 0 se dira el camino trivial o cero.
Por abuso de notacién identificaremos en ocasiones el camino con su imagen en Xg, por tanto,
diremos que el camino 7 estd contenido en un subconjunto E C Xg siw(t) € E paratodot € [0, 1].

Definicion 1.1.2. Dados dos caminos w1, T, se yurtaponen uno después de otro, mediante

™ (2t) sit<1/2

(m1 % mo)(t) = {m(l) + mo (2t — 1) si1/2<t<1

3
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Se puede demostrar que x es una operacion asociativa, o para ser precisos los caminos (7 *m )3
y w1 * (me*3) son equivalentes; de manera que si T es un camino, escribiremos T por el camino
ﬂ' * ... * ﬂ"
—_———

n

Obsérvese que si 7y, ...,n, son caminos, entonces considerando el camino (1 * - -« % ng)(¢),
podemos tomar una parametrizacién de modo que si £y € [%, H'Tl], para un entero 0 <1 < k — 1,

entonces (m1 * --- ) (o) = N1 (1) + -+ -+ m(1) + ¢i(to)ms1, con ¢y(t) = nt — 1.

Notacién 1.1.3. Por conveniencia introducimos un elemento especial 8 (estrictamente hablando
no es un camino) el cual anula a todos los caminos, esto es, tal que 0«7 =7 %6 = 6.

Fijemos ®*(g,t) un sistema de raices positivo de ®(g, t), sea a una raiz simple, y su respectiva

coraiz o¥ = <2a>. Sea m un camino fijo, sea hZ(t) = (m(t),a"), y denotemos su minimo por

a,o
mp = n%in} hZ(t). Definimos dos operadores sobre el camino:
t[0,1
Definicién 1.1.4. Si ml > —1 definimos eo(m) = 6. St ml, < —1; sea a € [0,1] tal que
h%(a) = mZ y es minimal bajo esta condicion; y sea 0 <y < a mazimal tal que hZ(t) > ml + 1
para todo t < y. Definimos:

m(t) 0<t<y
eqm(t) = ¢ 7w(t) + (1 — ming<{1,h%(s) —mi}a y<t<a
m(t) + a a<t<l1
Obsérvese que m% + 1 — hZ(t) € [0,1], por tanto considerando la funcién r(t) = 1 —

ming<¢{1, A% (s) — m}}, podemos alternativamente definir el operador como:

e = {0 Tt S0 =0

0 En caso contrario

Andlogamente, se puede definir el operador “inverso” de e,.
Sea [(t) = mins<s<1{1, A} (s) —m}} definimos el operador f,,

£, () w(t) —r(t)a Sil(l)=1
o(m) = .
0 En caso contrario

Informalmente, el operador e, “acerca” el camino a la cAmara de Weyl dominante en direccién
«, mientras que f, lo aleja y e,(m) = 0 si el camino estd lo suficientemente cerca a la cdmara
con respecto de «. La siguiente proposicién da algunas propiedades bésicas de los caminos. Sus
demostraciones se siguen por célculo directo de los operadores e, y, f. En los capitulos 2-4 haremos
un uso sistematico de esta proposicion, en particular del inciso 5), en ocasiones sin hacer mencién

explicita.

Proposicién 1.1.5. 1. Sie,(7m) # 6, entonces e, (7)(1) = 7(1) — 1, y fyeq(m) = 7.
2. Sif,(m) # 0, entonces f,(7)(1) = w(1) + 1, y eqfo(m) = 7.
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Figura 1.1: Raiz simple u. 1) Camino original. 3)Operador e, aplicado al camino

3. Sim = n1*n9, y cada 7; satisface que el minimo my’ es entero y los pesos de los caminos son

enteros, en el sentido que 7(1) € X, entonces m” es un nimero entero y £, (7) = £, (n1) *n2
si existe N > 1 tal que £2¥n; # 6 pero ey = 0 y en otro caso £, (7) = 1 * f4(12).

4. Andlogamente si m = 11 * 12, 17; como antes, entonces €, () = 11 * €4(n2) si existe N > 1
tal que e # 0 pero £y = 0 y en otro caso e, (7) = eq(n1) * 17a.

5. En general, sea ™ = ny * - - - * n tal que 7;(1) € X, y cada minimo mg’ es entero. Entonces

en(m) =m %+ xeq(n;) * -+ x Mk, para algun i (andlogamente con f,).

Ejemplo 1.1.6. 1. Sea g = sl(n,C), tomemos las raices simples como a; = €; — €41, & =
1,...n—1 (ver capitulo siguiente). Sea m, (t) = te1 = ey el camino asociado a e1. Entonces
ho, (t) = (te1, (e; —e€i+1)Y) = 0 a menos que i = 1, en cuyo caso hy, (t) = (te1,e1 —ea) = t.
El minimo de esta funcion es mq, = 0 y se alcanza unicamente en a = 0. Asi mis-
mo, ha, (1) = 1 > 14 ma,, y hay, alcanza mgy, + 1 dnicamente en b = 1. Por tanto
ey, (e1) =0; £,,(e1) = Su, (ter) = tea. Apliquemos nuevamente el operador £, ahora al ca-
mino ex. En este caso ho, = 0 salvo cuando i = 1,2. En el primer caso, por la primera parte
e, (e2) = €y, (fa, (€1)) = €1, ademds hq, (t) = —t; Mo, = ha, (1) = —1, luego f,, (e2) = 6.
En el caso hq,(t) = (tea,ea — e3) = t, entonces procediendo como en el caso anterior po-
demos ver que f,,(tea) = Sa,(te2) = tes. Similarmente se puede ver que f,,(te;) = tej11;
sil<i<n—1; eq(te) =tei—1 si2<i<nyesb para los otros casos. Asi pues, la
orbita de e1 aplicddole todos los posibles operadores £, nos da el grafo

Qp— Qp—
61&62%63%"' n—>2€n_1 n—>1€n

2. Si A = mey, el camino asociado es A = ef'. Entonces £,,(\) # 0 solo sii =1, y en este
caso, dado que ey, (e1) =0, por la proposicion anterior f,, (e1 xe1) = £, (e1) xeg = ea x €.
Para este nuevo camino las posibles a tal que f,(es * 1 0, son ao,1; en cuyos casos

p q s y 15 Y
fo,(eaxer) =1f,,(e2) xer = esxeq, y, fu,(eaxe1) = eaxf,, (e1) = ez xea. Continuando este
proceso, es posible ver que los caminos de la drbita por f de ey x e1 son de la forma e, x ¢
conr <.

o _ _ _ _ 2

o .
Asimismo £, (e1xerxer) =y, (e1%2e1) = £, (€1)*(2e1) = ea%2e; = exxey. Para este nuevo
camino el operador £, es 6 salvo para i = 1,2, en cuyos casos: fo, (ea * e%) = e9 * €9 * €1,
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f.,(e2 x €2) = e3 * €2. Emulando estos casos, podemos ver que todos los elementos de la
orbita de " por f son de la forma €)' % ---* ey x e con my + -+ +my =m.

Aplicando los operadores e, f Littelmann desarrolla una importante herramienta en teoria de
representaciones que permite traducir problemas a modelos combinatorios. Dado un camino con
peso entero 7 tal que 7(¢) es dominante para todo ¢, entonces por definicién e, (7) = 6 para toda
rafz simple «, pues (7(t),a") > 0. Sin embargo, la érbita de 7 por e, f puede en principio ser
descrita mediante complicadas relaciones de e y f. Un primer resultado de Littelmann muestra
que esta orbita tiene una forma un poco més simple.

Proposicién 1.1.7. Sea 7 un camino con peso entero tal que 7(¢) es dominante respecto a un
sistema positivo fijado. Sea B, el conjunto de caminos 7 tales que existe una sucesiéon de raices
simples (a1,...,0qp) tal que Ty, ---To,(7) = 1, con T, = eq,, 0, T, = fu,; esto es, B, es la
orbita de 7 por los operadores e, f salvo 6.

Sin € B, n satisface que 7(t) es dominante para todo ¢ € [0, 1] si y solo si n = 7. Mds atn,
sin € By y n# 7, entonces n = f,, ---f,,7 para alguna sucesién de raices simples a1, , a.

Un primer resultado de Littelmann se pregunta sobre la relacién de dos caminos dominantes
con el mismo peso entero.

Teorema 1.1.8. Sea g un dlgebra de Lie compleja, A un peso entero dominante, relativo a un
sistema de raices positivo ®T(g,t) y sea C la cdmara de Weyl asociada a ®*(g,t). Sea 75 un
camino con peso X\, contenido en C. Definimos el caracter del camino por

char(ty) := @ ")

17€BTA
Si Q) es otro camino contenido en C, con peso A\, entonces
char(ty) = char(Q))

Este resultado es méas débil del probado por Littelmann, que demuestra que existe un isomor-
fismo entre los dos modelos. Ahora, para 7 como en el teorema, cada 1 € B; se obtiene aplicando
ciertos f, a 7, por la proposicién 1 se tiene que 7 tiene peso entero (no necesariamente dominante)
y también los minimos de 7, mg son enteros, por tanto podemos esperar encontrar una relacién
entre el caracter del camino y el caracter de la representacién asociada al peso del camino. El
resultado més importante de Littelmann consiste en establecer que estas dos expresiones son

exactamente lo mismo:

Teorema 1.1.9 (Férmula del Caracter de Littelmann). Sea g un dlgebra de Lie compleja, A
un peso entero dominante, relativo a un sistema de raices positivo ®*(g,t), y sea C la cdmara
de Weyl asociada a ®*(g,t). Sea T un camino con peso \ contenido en C. Si (my,Vy) es la
representacion irreducible de g con peso mdzximo \ y Char(Vy) es el caracter de la representacion
entonces:

Char(Vy) = char(7y).

Partiendo de este resultado, Littelmann obtiene la descomposiciéon del producto tensorial de
dos representaciones irreducibles de g.
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Teorema 1.1.10. Sean (my,Vy), (74, V) representaciones irreducibles de g con pesos mdximos
A, i, sea R(A, ) = {n = X7 | 7 € By; n(t) € C, Vt € [0,1]} entonces el espacio de representacion
del producto tensorial se descompone como

oVi= @ Vi)
nER(A\,p)

donde V es el espacio de representacion asociado a la representacion irreducible con peso mdximo
5.

Esta descomposicién juega un papel central en nuestro trabajo, pues a partir de ella, buscamos
expresar los productos tensoriales de series discretas holomorfas.

1.2. Productos tensoriales de Series Discretas Holomorfas

En esta seccién se da la teoria basica y la notacién necesaria utilizada a lo largo del texto sobre
grupos de Lie semisimples y series discretas. La primera subseccién trata sobre generalidades de
grupos de Lie semisimples (o similarmente reductivos). La teorfa general se puede encontrar en
[Kna02],[Kna86],[Hel78|,[Wal88|] entre otros. Para la definicién de series discretas y pardmetros
de Harish-Chandra [Sch97] y [Kna86]. El principal objetivo de la subseccién 1 es definir la series
discretas y los parametros de Harish-Chandra. FEn la segunda subseccién nos enfocamos en el caso
hermitiano, mencionando la clasificacién de los grupos simples que admiten estructura hermitiana
(ver [Kna86], [Hel78]).

Posteriormente mencionamos los resultados necesarios para enunciar el teorema de Jakobsen
y Vergne en [JV79| (ver teorema[[.2.5]). Asi mismo, se enuncia el resultado de Schmid en [Sch69],
caracterizando los pesos maximos de las representaciones irreducibles que ocurren en S(p™)
como K-médulo y su multiplicidad. Por ltimo, enunciamos el teorema [[Il que serd probado en
el capitulo 3 y posteriormente el teorema que se sigue directamente del anterior.

1.2.1. Generalidades sobre grupos de Lie semisimples

Sea G un grupo de Lie conexo semisimple, sea K un subgrupo compacto maximal de G,
supongamos que Rango(K) = Rango(G), y sea T'C K un toro maximal de K. Sean ty, € y go
las algebras de Lie reales de T, K y G respectivamente, y denotemos sus complexificaciones por
t,£,g. El subgrupo K induce una involucién @ sobre G tal que K = GY := {z € G|0(x) = z}.
Denotemos la diferencial de esta involucién igualmente por 8. Dado que 6% = Iy, los autovalores
de 6 son —1 y 1; entonces ¥y es el espacio propio asociado al valor propio 1. Por tanto, 0 es
diagonalizable y gy admite una descomposicién en espacios propios de la forma gg = £y P pg, con
po el espacio propio asociado al valor propio -1. Esta descomposicion es llamada descomposicion
de Cartan y 6 se dice una involucion de Cartan de go. Dado que 6 es un homomorfismo de
algebras de Lie, se siguen las relaciones

[0, po] € po, [to,€0] € Eo, [po,Po] C fo.

Por ejemplo, si X € ¢, Y € po, 0([X,Y]) = [0(X),0(Y)] = [X,-Y] = —[X,Y], luego [X,Y] es
un vector propio con valor propio -1; esto es, [X,Y] € po. Las otras conclusiones se demuestran
de manera anéloga.
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Dada una involucién de Cartan y B una forma bilineal no degenerada (por ejemplo la forma
de Killing) sobre go, definimos By : go X go — R por By(X,Y) = —B(X,0(Y)), entonces By es
una forma bilineal no degenerada definida positiva sobre go (ver [Kna02] Cap VI sec 4).

Como por hipétesis Rango (G) = Rango (K), t es una subdlgebra de Cartan de g; por lo
que podemos tomar ®(¢,t) C P(g,t) sistemas de raices de ¢ y g y sistemas de raices positivos
Pt (g,t), " (L, t) de modo que (£ t) C Pt (g,t). Notemos por II las raices simples relativas
a®(g,t), y Wg = W(K,T) = Nx(T)/Zk(T) el grupo de Weyl analitico de K respecto a T,
dado que K es compacto W es isomorfo a W (¢, 1) el grupo generado por las reflexiones S, con
a € O(¢,t). Entonces se tiene la descomposicién en espacios de raices

g=1tod @ Ja-

acd(g,t)

Una raiz o € ®(g, t), se dice compacta si g, C £, y no compacta si g, C p.

Sea m : G — B(H) un homomorfismo de grupos de G en el espacio de operadores acotados
invertibles de un espacio de Hilbert H (por tanto continuos), tal que la acciéon de G en H
es continua con la topologia débil, es decir, G x H — H,(g,h) — m(g)(h) es una funcién
continua. En este caso decimos que el par (7, H) es una representaciéon de G, o simplemente que
7 es una representacion de G en el espacio H. Se dice que 7 es unitaria, si existe un producto
interno en H, tal que para cada g € G, w(g) : H — H es un operador unitario, es decir,
(r(g)u, m(g)0) = (u,v).

Sea (m, H) una representacién de G. Un subespacio cerrado V' C H se dice invariante si
m(g)V C V para todo g € G. Una representacién (7, H) se dice irreducible si los inicos subespa-
cios invariantes (cerrados) son 0y H.

Dado que GG es un grupo topoldgico locamente compacto, existe una medida dx regular
e invariante a izquierda sobre (G, que es unica salvo un multiplo constante. Luego podemos
considerar el espacio de funciones de cuadrado integrable

IG) = {f:C R / F(@)Pdz < o),
G

este es un espacio de Hilbert, y G actiia sobre él por multiplicacién a izquierda; esto es, [(g)(f)(z) :=
flg7'z), g,7 € G, f € L*(G), define una representacién (I, L?(G)) de G llamada la representa-
cion regular a izquierda de G en L*(G).

Nuestro objeto de estudio seran representaciones unitarias que pueden ser realizadas como
subrepresentaciones de la representacién regular a izquierda. Mas concretamente, una represen-
taciéon (m, H;) irreducible unitaria de G se dice de cuadrado integrable, si existen u,v € H; no
nulos tal que la funcién g — (7(g)u,v) estd en L?(G). Si ademéds 7 es irreducible, se dice que es
una serie discreta de GG. El siguiente resultado clarifica la notaciéon usada.

Proposicién 1.2.1. Sea (m, H;) una representacion irreducible unitaria de G. Entonces son
equivalentes:

1. 7 es de cuadrado integrable
2. La funcién g — ((g)u,v) estd en L?(G) para todo u,v € H,

3. (m, H;) puede ser realizada como un subespacio cerrado de la representacién regular a iz-
quierda de G' en L?(G); esto es, existe un operador unitario inyectivo T' : H, — L*(G)
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tal que I(g)T'(v) = T'(m(g)v) (esto dice que 7 es unitariamente equivalente a una subrepre-
sentacién de ).

Demostracion. Ver [Kna86|, [Wal8§], [Sch97]. O

Harish-Chandra demosté que si G es un grupo de Lie reductivo conexo con K C G sub-
grupo maximal compacto, entonces existen representaciones de cuadrado integrable de G sélo si
Rango (G) = Rango (K); en este caso, t es una subdlgebra de Cartdn de g.

Dado A € it* un elemento regular respecto a ®(g,t); i.e. (A, ) # 0 para toda a € ®(g,t),
sea @) (g,t) = {a € ®(g,t) | (\,&) > 0} el sistema positivo de ®(g,t) determinado por A
y el respectivo sistema compacto positivo @ (€t) = & (g,t) N ®(€,t), y sea (@) (g,t) =
@ (g,t) \ @1 (&, t). Sean p, pj, la semisuma de las raices de ® (g,t) y (&, t) respectivamente y
sea p, = p — p- Un resultado fundamental de Harish-Chandra parametriza las series discretas,
en términos de elementos regulares A\ € it*.

Definicion 1.2.2. Un elemento A € it* se dice un pardmetro de Harish-Chandra de G si es
reqular respecto a ®(g,t) y eMP es un caracter de T

Sea A un pardmetro de Harish-Chandra de G, entonces existe una serie discreta my con
caracter infinitesimal A [Kna86]. Mdas atn, el pardmetro estd univocamente determinado salvo la
orbita del grupo de Weyl Wi ; es decir, 7y ~ m, si y solo si existe w € Wk tal que wp = .

Si consideramos 7y : G — GL(V)) la serie discreta asociada al parametro de Harish-Chandra
A (o més precisamente un representante de la clase de equivalencia), entonces K actiia sobre V)
por restriccién. Se puede ver que A := A+ p, — pi es un K-peso entero y dominante con respecto

al sistema @ (£, t). El siguiente resultado debido a Schmid [Sch75] muestra la relevancia de dicho
A:

Teorema 1.2.3 (Teorema del K-tipo minimo). El K-mddulo irreducible V) con peso mdximo
A es un K tipo de Vy de multiplicidad 1, i.e. (op,VA) es una subrepresentacion irreducible de
(m|k,Vy) y dimhompg (Vi,Vy)) = 1. Mds ain, si (o,,V;) es una representacion irreducible de K
con peso mdzimo T, tal que dimhompg (V;,Vy)) > 0, entonces 7 = A + njag + -+ - npay., con n;
enteros positivos y o; € (P ,\):Lr (g,t) raices no compactas positivas.

El peso A se dice el K-tipo minimal de V.

1.2.2. Grupos de tipo hermitiano

Supongamos que G/K es de tipo hermitiano, esto es, G/K admite una estructura de va-
riedad compleja de tal manera que la accién de G sobre G/K es holomorfa. Harish-Chandra
demostré que cuando G es simple G/K admite esta estructura si y sélo si el centro de €, es de
dimension 1; utilizando este hecho y la clasificando de las algebras de Lie reales por medio de
diagramas de Vogan, podemos concluir que si G es simple, G admite estructura Hermitiana si y
sélo si es un grupo de la siguiente tabla con subgrupo compacto maximal K

FEn este caso considerando la descompocicién de Cartan g = € ® p, p se descompone como
K — moédulo en dos submédulos irreducibles, p = p* @ p~. Esta descomposicién, determina un
sistema de raices positivas @7 (g, t) tal que p* := D go

ag (@) (g.t)
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G K Diagrama de Vogan
SU(n,m) S(U(n) x U(m)) o—o-o— 8'—o0- - 0—o0
Sp(n,R) U(n) o—0—0---0—o—="¢

EIII S0(10) ——o0—b6—0—0
EVII E6 - o000
S0*(2n) U(n) 00 o—b—
SO(2,2n+1) | S(O(2) x O2n+1)) | @—o0—0.--0—o0=—0 |
SO(2,2n) S(0(2) x O(2n)) ‘ o—o0—o0---0 —o‘—o ‘

Cuadro 1.1: Grupos de Lie simples de tipo hermitiano

Definicién 1.2.4. Si A\ es un pardmetro de Harish-Chandra dominante para ®*(g,t) entonces
la serie discreta (my, Hy) asociada al parametro de Harish-Chandra X\, se dice una serie discreta
holomorfa

Sea (7a, V;) la representacién irreducible de K con peso méximo A, y sea r la representacién
de go(= LieG) sobre el espacio de funciones C*°, f: G — V, dada por

(r(@)f)(9) = G |,_of (g exptz)

extendamos 7 a g. Sean (my,, H1), (7y,, H2) dos series discretas holomorfas de G con pardmetros
de Harish-Chandra A; y K-tipos minimales A;, i = 1,2 respectivamente. Para cada i sea

O(G,K,1p,) :={f : G — V}, | [ analitica, f(gk) = T)\i(k)_lf(g), Ve ep, r(x)f =0}

entonces la accién a izquierda de G en si mismo induce una accién sobre O(G, K, a, ).
En virtud de un teorema de Harish-Chandra (ver [HC56] o [Kna86]) cada H; puede ser rea-
lizado como un subespacio de Hilbert de O(G, K, 7y,).

Ahora, G x G actua sobre H; ® Hs irreduciblemente; por lo anterior Hy ® Ho se puede
realizar como un subespacio de funciones analiticas f : G x G — Viy, ® Vr,,. Por tanto, si
consideramos la restriccion de la representacién de G x G sobre H; ® Ho al subgrupo diagonal
{(9,9) | g € G} ~ G, la accién de G x G sobre O(G x G, K x K, Tj, ® Tp,) restringida a dicho
subgrupo se descompone como

O(G x G, K x K, 75, ®7a,) = ED In. A1 ® AJO(G, K, 1), (1.1)
neits

donde [n, Ay ®Az] = dim homg (V},, Vi, ®VTA2) es la multiplicidad de la representacion irreducible
de K con peso maximo 7 en el producto tensorial; asi que 7, @ Ta, = @ [, A1 @A2]7, es la
neit*

descomposicion en suma directa del producto tensorial en representaciones irreducibles de K.
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Usando esta realizacién Jakobsen-Vergne [JV79] prueban que la descomposicién en (I.1))
genera la descomposicion de Hy ® Hy como G-mdédulo del siguiente modo:

Teorema 1.2.5 (Jakobsen- Vergne). Sean (my,, Hi), (7x,, Ha2) dos series discretas holomorfas de
G con pardmetros de Harish-Chandra A, Ao y K-tipos minimales Ay, Ao respectivamente, tales
que \; € Cg. Entonces

Hi@Hy= @ [n,M @ A]H(ry ® S"(pT)) (1.2)
neit*
n€l>o
Asi, el problema de descomposicién del producto tensorial de series discretas holomorfas, se
traduce en un problema de descomposicién de productos tensoriales en K, el cual, pasando al
algebra complexificada, €, se puede analizar usando la teoria de caminos de Littelmann [[.T.101
Schmid [Sch69] determiné la accién de K sobre S™(pt) caracterizando los pesos maximos
que ocurren y sus multiplicidades (todas de dimensién 1), en el siguiente modo: sea 7, la raiz
maxima no compacta positiva; esto es, el peso maximo de la representacién de K sobre pT
(respecto al s sistema de raices positivo ®T (£, t) elegido anteriormente). Nuestra eleccién del
sistema positivo de g da un orden t tal que toda raiz no compacta positiva es mayor que toda
raiz compacta; sea v la raiz no compacta maxima, respecto a este orden, tal que 1 £ 72 no es
raiz, y 79 # cvy1. Continuando de este modo, obtenemos inductivamente un conjunto de raices
no compactas positivas {y1,...,7;} fuertemente ortogonales, en el sentido que 7; +; no es raiz;
Vi # ¢ para todo 1, j, y tal que con respecto al orden mencionado y; > 2 > -+ > 7, donde k
es el rango real de G.

Teorema 1.2.6 (Schmid [Sch75]). La descomposicion de S™(p™) como t-mddulo estd dada por
S"(pt) =@V, donde p = niy1+- - +ngye, conng > ng > -0 > ng, g € Lo, Yy ni+e+ng =
n. Mas aun, cada V; ocurre con multiplicidad 1.

Usando este hecho junto con el teorema de descomposicién de Littelmann se sigue que si
Ty, Ty son dos caminos contenidos en la camara asociada al sistema positivo ot (e, t), Ck, con
pesos 7, v en uno de los pesos descritos por Schmid en el teorema anterior, entonces como
t—mdbdulo

7 @S (") =P Ve, (1.3)

donde 7 son caminos contenidos en la camara C tales que m = m * £y, - - - f,, 7, para ciertas
raices simples compactas «;. De este modo, es conveniente entender la 6rbita de dichos u por
los operadores f. Nos concentraremos en este problema en los capitulos siguientes para poder
obtener una férmula para el producto tensorial de series discretas holomorfas.
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Capitulo 2

Orbita de apc por los operadores { y
grafos asociados

En esta seccién calcularemos la érbita de ayne por los operadores f, el objetivo de esto es
obtener los pesos descritos por Schmid en términos de caminos en la érbita. Dicha orbita genera
un grafo donde podemos obtener estos pesos por un procedimiento algoritmico sobre el grafo.
Notaremos por ®* un sistema de raices sobre g elegido en cada caso, ®; las raices no compactas
de ®F, & = %a la, coraiz asociada a «, II las raices simples de ®* y X, el reticulo de pesos
racionales de £ El objetivo es obtener el teorema [l en cada caso. Recordemos algunos términos

de la notacién [Il usada en la introduccién.

Notacion 2.0.7. 1. Sea A C II. un subconjunto de raices simples compactas, y sean ¢, ¢’ dos
caminos distintos de 6, definimos ¢ <4 ¢’ si ( = (’ o si existen raices compactas simples
ag,...,q. € A tales que €4, - €4, (¢) = (’; en este caso decimos que los caminos estdn
unidos por una caminata en el grafo de { a ¢/ con aristas en A. Si ( <4 (' pero ¢ # (,
notaremos ¢ 34 ¢’

2. Si A =TI, escribiremos ¢ < ¢’ para denotar ¢ =<y, (.

3. [Aza={nl¢=2an}
4. [¢]< = [¢]=y, - Cada uno de los conjuntos [(]< es finito.

5. k := Rango real (G). Identificando la tnica raiz simple no compacta oy, con su camino
asociado tame; t € [0,1] (ver definicién [[LI.1]), definimos inductivamente conjuntos A &
-+ G Ay =11, del siguiente modo:

a) Aj := II.. Supongamos que el conjunto A; ha sido definido previamente, sea oy, la
Unica raiz simple no compacta.

b) Consideremos [anc]<x = {n | anc < 7}, el conjunto de elementos mayores e iguales a
e con el orden <.

¢) Tomemos M; el conjunto de elementos maximales de [ay,c]5, con respecto a la rela-
— "

cién de orden <4, (cabe observar que los ordenes <4, y < coinciden en el conjunto

[anC]in ).

13
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d) Sea
W; ={a ell. | Jv e M;f,(v) # 0)}.

Sii <k, sea Ajq1:= A; \ Wi

Teorema 2.0.8. Conservando la notacion anterior se tiene:

a) Para cadai=1,..., k; [anc]<A tiene elemento mdximo v; con respecto a la relacion de orden
—
=; esto es, W; = {v;}

b) Sea v =X --- 2 vy X vy la sucesion de caminos construida en a). Entonces el conjunto de
pesos {v1(1),...,vk(1)} es un conjunto de raices no compactas fuertemente ortonormal.

¢) Dados ny > ng > --- > ny > 0 enteros no negativos. Tomemos el camino

o, o ne T
T(ny,yny) = V17 ¥ Vo™ ¥ ¥V

Entonces T, ... n,) €5 un camino tal que para todo t € [0,1], (T(n, . n.)(t), @) = 0 para toda
a € Il., es decir, la imagen del camino es dominante respecto a la eleccion de raices simples
compactas Il..

En cada caso daremos una cierta numeracion de las raices compactas simples, I1. = {aq, ..., q},
por lo cual notaremos al operador e, por e; (el caso G = SU(p, q) tiene otra numeracion que se
explica en detalle en la seccién). Denotaremos 6;; la delta de Kronecker

2.1. Caso G localmente isomorfo a Sp(n,R)

En este caso, sea a; :==€¢; — €41, 0 =1,...,n—1, v, =2¢,7=1,...,n. Entonces las raices
positivas, las raices simples y las raices no compactas positivas estan dadas por:

T = {e&; £ ¢, 2€; }1<ici<n
II = {ala ag, ... 7an—17’yn}
Or = {ei +€ticy

vn = raiz no compacta simple

; = O
Dado que (v, ;) = —28; -1, €i(7n) # 0 solo si i = n — 1, en este caso hp—1(7,)(t) =
(t(2€p), €n—1 — €n,) = —2t alcanza el minimo m,,_; Unicamente en t =1y my,_1 + 1 en t =1/2.

Por tanto, si descomponemos el camino dado por 7, de la forma ~,, = (1/27,,)*(1/27,) al aplicar
e,_1 resulta:

en—1("n) = (1/279) * Sa,_1 (1/270) = (1/2v) * (1/29n + atn—1)
= (1/2(2€n)) * ((1/2(2€n)) + (€n—1 — €n)) = €5 * €n—1.

Llamemos al camino resultante v, ,—1. Entonces h;(75,n—1) # 0 solo si h;(€,) # 0, 0, hi(€,—1) # 0,
es decir,sii=n—2,n— 1.

En el primer caso h,—2(€,) = (ten, €n—2—€n—1) =0y hy—2(€p—1) = (tép—1,€n—2—€n—1) = —t,
por tanto, nuevamente la funcién alcanza el minimo (=-1) en t; = 1, y el punto maximo donde
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alcanza el minimo mas uno (=0) tal que ¢ < t; es tg = 1/2. De este modo, e,_2(Vpn-1) =
€n * en—2(€n—1) = €n * San,Q (en—l) =€p *¥€p—1 T €Ep—2 — €p—1 = €p ¥ €p_2.

En el otro caso, hp_1(€n) = (ten, €n1 — €n) = —t, ¥, hn_1(en—1) = (ten_1; €n_1 — €n) = t, por
tanto,
_9¢ si0<t<1/2
Pt (Y1) (t) = 9 <1
n 1('Yn,n 1)() {—1+(2t—1) si 1/2<t§1

luego el minimo de h,—1(nn—1) €s —1 y es alcanzado en t; = 1/2, y en este caso ¢ty = 0. Por
tanto €,—1(Ynn—1) = €(€n) * €n—1 = €p—1 * €,—1. En general,

Vij 1= €i * €], P> .

es un camino en X, tal que hy(vi;) = (Vij,a)) <0 solo si k=4 —1,j — 1. Si i = j repitiendo el
andlisis anterior h;_1(7i;) = (2te;, €i—1 — €;) = —2t luego e;_1(€;) = €; x€;_1(€i—1) = € * €_1.
Si ¢ # j los posibles caminos diferentes de 6 al calcular e son

ei—1(7ij) = €i—1 %€, ¥, €_1(Vij) = € * €51

Consideremos el grafo de la 6rbita de 7, 5, (la Gnica raiz no compacta simple), esto es, el conjunto
de vértices, [Yn,n]~, de los caminos diferentes de 6 (recordar [L1.3]), con un conjunto de aristas
numeradas A;

[(Ynnlz = {7ij | Jawy, .. € tal que epen - er (Van) = Yigs  Yij # 0} U{vnn}
= {77 ’ Qe 2 T,} = [anc]j
Ay =1{1,2,3,...,n—1}

donde, existe una arista k entre v;; v Vs si ex(vij) = M.s 0, €(,s) = 7Vi;. En este caso
Yi,j

indicamos gréaficamente esta situacion mediante v; ;% ; 5, o bien [k . De este modo podemos
V,s

representar la 6rbita de la inica raiz no compacta por el siguiente grafo:

n-1 n-2 s 2 1
Yn,n Yn,n—1 Yn,n—2 Yn2 Tnl
5 5 7 7
= 12 LR 2 | =
Yn—1,n—1 Yn—1,n—2 O Yn—1,2 Yn—1,1
2 2 a
R 9 ] S
Tn—2n—2— O Yn—2,2 Yn—2,1
2 1
O V3,2 V3,1
o o
1
V2,2 V2,1
_
V1,1

Figura 2.1: Grafo Sp(n,R)
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Obsérvese que si ay actia horizontalmente (idem wverticalmente) en el grafo, esto es, si
er(Vij) = vij—1 (idem egy;; = vi—1,;) para algin ¢, j entonces aj, actia horizontalmente (vert.)
sobre toda la recta vertical (horizontal) del grafo que contiene a ; j, es decir, €4 (Vitr ;) = Yitrj—1
para toda vy, ; € Yrgn < (igualmente ey (Vi j+s) = Vi—1,j+s para toda 7, j;s € ’y,wj). Por esta
razon bastara etiquetar las aristas de la fila superior y la ultima columna. De modo que el grafo
es representado de la siguiente forma:

n-1 n-2 v 2 1
Yn,n Yn,n—1 Yn,n—2 Tn2 Ynil
7
—_
Tn—1,n—1 Yn—1,n—2 O——— Tn—1,2 Yn—1,1
2
[\
Tnm—2,n—2—— O Yn—2,2 Yn—2,1
O 73,2 BEN!
[\]
Y2,2 V2,1
—
Y1,1

Figura 2.2: Grafo 2 Sp(n,R)

Tomando la relacién de orden =<, podemos dar al grafo una estructura dirigida del siguiente
modo: si dos caminos 7, T estdn conectados en el grafo por una arista k, 7_*_n, y 7 < 1 entonces

la arista de etiqueta k le asignamos la direccién de 7 a n, 7 LA 7. Obsérvese que si 7 y 1 estan
unidos por la arista k, por definicién se tiene que 7 <, 1 1 0 7 =Zy4,} 7. Esto convierte al grafo,
en un grafo dirigido en “direccién este y sur”, es decir, si hay una flecha de 7 a 7, entonces 7
estd a la derecha o abajo de 7. Por tanto, con el fin de no recargar la notacién, no escribiremos
las direcciones de la flechas, pensando que el grafo esta dirigido de arriba a abajo y de izquierda
a derecha.

Siguiendo la notacién [Il dada en la introduccién; con la relacién de orden =, el conjunto
[@ne) < = [¥nn]< tiene un tnico elemento maximal; a saber, 711 (una observacién en el grafo
dirigido permite ver esta afirmacién). Sea Wy = {k € A | fx(11.1) # 0}, y sea Ay = II.. \ Wa.
Entonces Wy = {1} y Ay ={2,3,...,n —1}.

Recordemos que para un subconjunto A € Il., notamos 7 <4 1 si 7 = 1 0 si existen raices
simples aq,...,a, € A (posiblemente iguales) tales que e,, ---e,, 7 = 7. Identificamos A con
su correspondiente conjunto de raices simples {o; € Il | i € Aa}. Sea

h/n,”]jAz = {77 | n jA2 'Vn,n}

Si tomamos el grafo cuyos vértices son los caminos en [y, n] <, Y cuyas aristas son As

,A2>, es

Ag) a partir

uniendo dos vértices bajo la misma regla del grafo ([’ynn] < A1>. Entonces ([’ynn] <4
= 24y

un subgrafo de ([’ynn] <,A1>. Gréficamente, para obtener el subgrafo ([’ynn] <
2 —A2

del grafo ([’ynn] <,Al), eliminamos todas la aristas con etiquetas en Ws; es decir, en este caso
eliminamos todas las aristas con etiqueta 1. El grafo que se deriva es un grafo con aristas en
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n-1 n-2 s 2 1 n-1 n-2 s 2
Yn,n—1 Yn,n—2 Yn2— — — — Ynl Yn,n Yn,n—1 Yn,n—2 Yn2
=] =]
| : R
Yn—1,n—1 Yn—1,n—2—— Q—— Tn—-1,2— — — Yn—1,1 Yn—1,n—1 Yn—1,n—2—— Q—— Yn—1,2
= =
| | E | E
Tn—2n—2— Tn—2,2— — =Yn-2,1 @ Tn—2n—2— Yn—2,2
o—| ¥3,2— — — = 3,1 (|)— 73,2
[~ [~
V2,2— — — = 72,1 2,2
l —
I
1,1

Cuadro 2.1: Generar el grafo ([’annhA ,A2> a partir del grafo ([’yn7n]<,A1>
" 2 "

Ay, pero vértices [y n) ~- Tomemos la componente conexa de este grafo que contiene a v, . El

resultado de esto es el grafo ([%n] <y’ Ag).

El subgrafo obtenido <[7nn] <. ,Ag) es nuevamente un grafo dirigido con la relacién de orden
=4

<. Obsérvese que en este conjunto 7 < 7, es lo mismo que 7 <4, 1. Repitiendo el razonamiento
anterior, [Vy, n] <, €s un conjunto ordenado con elemento maximo 7z 2. Sea W3 := {k € Ay |
—42

fi(v2,2) # 0}y Az == As\ W3 = {3,4,...,n—1}, considerando el grafo <[’ynn] ,Ag) como un

jAg
subgrafo de ([’ynn] <y Ag), podemos concluir de manera similar, que [y, ] g tiene un elemento

mAaximo 73 3

Procediendo inductivamente obtenemos una sucesién finita de caminos v1,1,%v2,2, - - -, Yn,n que
satisfacen v, = -+ < 711.

Demostracion del teorema[2.0.8. Por construccién v, ; = (te;) * (te;) = 2te; tiene peso v;;(1) =
2€;. Luego la sucesion (y1,1(1),...,vnn(1)) = (2€1,...,2€,) es una sucesion de raices no compac-
tas ortogonales dos a dos y que satisfacen ~; ;(1)£+; ;(1) no es una raiz, para todo i # j; es decir,
es la sucesién de raices no compactas fuertemente ortogonales obtenida por Schmid. Entonces
por el teorema de caracterizacién de Schmid [L2.6] los pesos méximos que ocurren en S(p*) son
exactamente c¢12¢1 + - -+ + ¢,2€¢,, con ¢; enteros no negativos tales que ¢; > ¢co > --- > ¢, > 0.
Esto prueba la partes a) y b) del teorema definiendo v; = ; ;

Para la parte c), sea ¢; > ¢ > --+ > ¢, > 0 una sucesién de enteros. El camino 7(t) =

(9 * 5% % oo % i) (8) =, para t € [, 1] es igual a 35y ¢7i(1) + @(t)ersamirier con

0 < ¢(t) < 1 (ver observacion después de definicién[I.1.2)), y tiene peso ¢1y1,1(1)+- - - +cnynn(l) =
c12€1 + - -+ + cp2€¢,. Mds atin, para €; — €;41 = «; € 11, la funcién
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o, (8) = (V1 % 9% % - % ) (1), )
= (c1v1,1(1) + -+ ava(1) + o) cp1Vigr41(t), i)

!
= 2(¢jbi; — ibi1y) + (1) (Sig — 20i414)
i—1

(2.1)
2(¢; — ¢iv1) sii <l
)2 —d)arr)  sii=l
) 2(6(8) ) sii=1+1
0 en otro caso ¢ < [

Las ultimas expresiones son todas mayores o iguales a cero, para todo t y todo i, por tanto, la
imagen del camino 7 esta totalmente contenida en la cdmara de Weyl de ¢ asociada al sistema
de raices simples II., lo que prueba c). O

2.2. Caso (G localmente isomorfo a FI1]

En este caso notemos

1
’Y02=5(68—67—66+65—64—63—62—61)
i = €5 + €, Y—i = €5 — € 1<1<5b
Yij = t € tE€; V5 =72 t €3+ €.

Siguiendo la notacién en [Kna02|] las raices simples y las raices no compactas positivas estan
dadas por:

= {y0—7-1,€1 +€2,62 —€1,€3 — €2,€4 — €3,7-4}
+ _

5 = {0, Yi» Vij» V5 J1<i<j<h

y_4 = raiz no compacta simple

a; = @; para toda raiz o simple
Numeramos I, siguiendo el orden de II dado arriba, es decir, sea:
Q1 =" — V-1, Q2 =€ +€, Qz=¢€—€, Q4=¢€3—€, Q5=€4 — €3 (2.2)

Entonces (y_4, ;) = —0d;5. En el caso distinto de cero obtenemos hs(v—4)(t) = —t cuyo minimo
(=-1) se alcanza unicamente en t = 1 y el valor 0 se alcanza en ¢ = 0. Por tanto, al aplicar es
resulta:

e5(7-4) = Sas(V7-4) =7-2a+ a5 =7-3

Entonces h;(v_3) # 0 solo sii = 4. En este caso hy(y_3) = (ty_3,€3—€2) = t{e5—€3,€3—€2) = —t,
por un célculo similar al anterior e4(y_3) = Sa,(7-3) = 7—3 + €3 — €2 = €5 — €2 = Y_2.
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Similarmente al caso Sp(n,R), calculamos ([7—4]57 A1> el grafo de la drbita de y_4 (la tnica

raiz no compacta simple), el conjunto de vértices de los caminos diferentes de 6, [y_4]- con un
conjunto de aristas numeradas por A; = Il

[v-4l< = [O‘nC]j ={n | anc 2 n}
Al = {17273747 5}

Podemos representar el grafo de la siguiente forma:

5 4 2
V-4 V-3 V-2 Y1
| w | w
2 4 5
Y-1 Y2 Y3 Y4
| = = — —
2 4 5
Y0 V12 Y13 Y14
w w
5 4 2
Y23 Y24 Y34 Y5

Figura 2.3: Grafo ETI1

Considerando el orden =, repitiendo las consideraciones en el grafo dado de tipo Sp(R,n),
proporcionamos al grafo una estructura dirigida. A partir del grafo, es claro que existe un ele-
mento méximo con el orden =; a saber, 5, cuya etiqueta que lo conecta es 2.

Como antes, sea Wo = {i € A1 | fi(vys) # 0} = {2} y sea Ay := Ay \ Wa = {1,3,4,5}.

Tomemos el subgrafo ([7_4] jAz,AQ). Repetimos el procedimiento de la sec3cién anterior para

obtener ( [y_4] <ay A2> a partir de ([7_4] <Ay Al); esto es, eliminamos del grafo total, las aristas
de W2 = {2}

5 4 2
V-4 V-3 V-2 Y1
=, |-
2 4 5
Y—-1 Y2 Y3 Y4
| = = — —
2 4 5
Y0 V12 Y13 Y14
w w
5 4 2
Y23 Y24 Y34 Y5

Figura 2.4: Grafo 2 K111

Tomando la componente conexa de y_4, entonces ([7_4] <4y Ag) se representa por:

5 4
V-4 Y-3 V-2

E

V-1

| -

Figura 2.5: Grgpo 3FEIII
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Asi, g es el elemento méaximo del conjunto [y_4] <, respecto al orden <. Como el rango real
de G es 2, sean vy :=175; Vo = 7p.

Demostracion del teorema [2.0.8. Por construccién, v1(1) — v0(1) = €1 + €2 + €3 + €4 que no es
una raiz, asi como tampoco y1(1)+70(1) = es —e7 — €5+ €5 1o es. Ademas, (y1(1),70(1)) = 0. Por
tanto {y1(1),7(1)} es el conjunto de raices no compactas positivas descrito por Schmid; esto
prueba a), b) del teorema.

Sean ny > ny > 0, tomando el camino m(t) = v x 7). Entonces si tg € [0,3), 7(t) =
2tny7ys, para una raiz simple compacta a; € II. se tiene (7(t), ;) = 2tni{vs, ;) = diz > 0;
mientras quesity € [1,1],  7(t) = n1vs(1)+(2t—1)n2vo, y (7(t), as) = n1dio+(2t—1)na {0, o) =
0i2 + (2t — 1)na(d;1 — di2) > 0, lo que muestra que la imagen de 7 estd totalmente contenida en
la cAmara de Weyl dominante determinada por Il.. Esto prueba c). O

2.3. Caso G localmente isomorfo a EVI/]
En este caso notemos

1 ~ 1
Yo:=g(es—€er+e—€—€ea—€e3—€x—e€1), Yo:=g(es— €7 +e+e5+estezteater)

i = €6 + €, Y—i = €6 — € 1<1<5b
Yij =0 1+ € + €5 Y= Yo — €;-

Siguiendo la notacién en [KnaO2|] las raices simples y las raices no compactas positivas estdn
dadas por:

I = {y0—v-1,€1 +€2,62 —€1,€3 — €2,€4 — €3,€5 — €4,7_5}
+_

b = {70, V0> Vij> V> €8 — €7F1<i<j<6

_5 = raiz no compacta simple

¥ pact pl

a; = @; para toda raiz o simple

Definimos «; igual que en (Z2) de la seccién anterior para i = 1,...,5, y ag := €5 — €4. Sea
Ay :={1,...,6}. El grafo (["}/_5]_<, Al). Después de algunos célculos se puede ver que el grafo se

puede representar mediante la figura

Entonces, €g — €7 es el méximo de [y_5]_ con el orden =<; Wy = {1} y Ay = {2,3,4,5,6}.
El conjunto [7—5]5,42 tiene elemento maximo 75. Sea W3 = {6} = {i € Ay | fi(y5) # 0} y
Az = As \ W3 = {2,3,4,5}; y consideremos [7—5]5,42‘ Entonces [7—5]5,42 = {v_5}, en este caso,

| representacion del grafo <[7_5] < Al) consta de un solo punto v_s, sin aristas.
Demostracion del teorema [2.0.8. Sean (3 = rango real de G):
Vi=¢€e —€r, ,V2=75 V3=7-5

Entonces (eg—e€7)+v+5 = €s—€e71(€gt€5) no es una raiz, como tampoco v5+7v—_5 = 2€6; Y5 —Y—5 =
2¢5 lo son. Ademas, {v1(1),v2(1),v3(1)} es un conjunto ortogonal de raices no compactas. Luego
las partes a) y b) del teorema se concluyen.
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6 5 4 2
Y-5 Y—4 Y—-3 Y—2 Y1
=, |-
2 4 5 6
’Y|1 Y: Y3 Y4 \’75
— =
2 4 T 5 T 6 -
Yo Y12 Y13 Y14 Y15
w w w
5 6
Y23 Y24 Y25
~ ~
6 5
Y34 V35 Y45
[\] [\] [\
6 5
Vs v 3
4
p)
E

1
Figura 2.6: Grafo 1 EVII

Sean n; > ng > ng > 0 enteros, tomando el camino 7(t) = y{” * y;” * V§L3, un célculo directo
muestra

¢1(t)n10;1, Sitel0,3)
(m(t), o) = § n1dia + P2(t)na2(dis — di1), Sitel[i,2)
n16;1 4+ n2(0is — 6i1) + ¢3(t)n3(—dis), Sitel[31] (23)
¢1(t)n10;1, Sitel0,3)
= 4 (n1 — ¢a2(t)n2)din + P2(t)nadis, Sitels %)
(n1 —n2)0i1 + (n2 — @3(t)n3)dis, Sitel[31]

Donde cada 0 < ¢;(t) = 3t—(i—1) < 1. Como ny > ny > n3 > 0, entonces las dltimas expresiones
son mayores o iguales a cero, lo que muestra que la imagen de 7 estd totalmente contenida en la
camara de Weyl dominante determinada por II.. Esto prueba c).

O

2.4. Caso G localmente isomorfo a SO(2,2n) n > 2
Sean

Q=€ — €41, <N} Qpi=€p1+€y; V=€ —€; Yi=¢c+e6, 0<i<n.
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Entonces las raices positivas, las raices simples y las raices no compactas positivas estan dadas
por:

" = {ei £ ¢j}o<icj<n
II={y_1,01,00,...,0,,}

OF = {yi,7-iYo<i<n

v_1 = raiz no compacta simple

a; = Oy
En este caso (y-1,;) = —d;1. En el caso donde no se anula tenemos hj(y-1)(t) = (t(ep —
€1),€1 — €2,) = —t. La funcién alcanza el minimo —1 unicamente en t = 1 y es 0 solo en el caso

t = 0. Por tanto, al aplicar e; resulta:
e1(7-1) = Sy (7-1) =71+ a1 =€ —€e1 + €1 — €2 =g — €2 = V-2
Ahora, e;(y_2) # 0 solo cuando ¢ = 2. En este caso, al igual que antes se tiene que ex(y-2) = y_3.

En general, podemos ver que para vy_;, i < n — 1 la tnica raiz tal que egx(y—;) # 0 es k =1,
en cuyo caso €;(v—;) = Sa,(7—i) = (€0 — &) + € — €41 = Y—(i+1)- Se tiene un resultado similar
para v;, ©<n.

Analicemos el caso 7_(,_1), las dos raices para los cuales el operador e es no nulo son ay,, 1.
En ambos casos hi(7_(,—1))(t) = —t. Asi, por un lado tenemos e, (v_(,—1)) = Sa, (V=(n-1)) =
V—(n-1) T O = Tn. A este iltimo camino solo se le puede aplicar «,_1 dando como resultado
en—l(’Yn) - Soanfl(’}/n) =Yn t+O0pn—1= Yn-1-

Del otro lado e, 1(7—(n-1)) = San_1(V=(n—1)) = Y=(n-1) + -1 = Y—yn; para este 1ltimo
camino e; = 0 si i # n en cuyo caso €,(Y—n) = Sa,, (V=n) = Y=n + On = Yn—1.

Asi pues, el grafo <[7_1]j, Hc) tiene representacién dada por la figura 2.7

1 2 n-2 n-1
V-1 ) - T=(n-1)

—n

B =}
n-1 n-2 2 1
Tn Yn—1 ce Y2 71

Figura 2.7: Grafo 1 SO(2,2n)

Entonces 71 es el maximo de [y_1]o; Wo = {1} y A2 = A1\ A2 = {2,3,...,n—1}. Como o,
es la tnica raiz no ortogonal a y_j, entonces [’y_l]jAz ={v_1}.

Demostracion del teorema [2.0.8. Si vy = v1; vo = -1, entonces vy, +v-1 = 2€9; Y1 — V-1 =
2¢1 no son raices, y {v1, 2} son ortogonales, con lo cual se concluye a) y b) del teorema.

Sean ¢; > ¢y > 0 enteros; y sea m(t) = (7' xv%)(t), si t € [3,1] entonces (m(t),q;) =
(c171+ d(t)coyr, ) = €10i1 — P(t)cadip > 0; mientras que si t € [0, %], (m(t), ;) = c10(t)d;1. Esto
prueba que 7 es un camino con imagen contenida en Cg, por tato se concluye c). ]
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2.5. Caso G localmente isomorfo a SO(2,2n + 1)

Sea ;=€ —€11 1<n, «qp:=¢€, Y_i=¢€ —¢€¢ Y=c+¢ 1<i<n.Entonces las
raices positivas, las raices simples y las raices no compactas positivas estan dadas por:

" = {e; £ ¢j, eito<icj<n
II= {’7_1,0(1,0ég, cee ,Oén}
<I>:f = {’7i,’7—i,50}1§i§n
~v_1 = raiz no compacta simple
a; =d; sii#n 20, = dy,
El anélisis es muy similar al de SO(2,2n), y los calculos son iguales paray; i <n—1 ~vy_; i<

n — 1. Para y_(,_1), al contrario del caso SO(2,2n), hi(y-(—1))(t) # 0 solo para la rafz a, 1.
En este caso podemos ver que en—l(V—(n—1)) = Y_n.

Ahora, consideremos el camino vy_,, = t(ey — €,). Dado que o, = 2, = 2€, hp(v-pn)(t) =
(t(eg — €n),2€,,) = —2t alcanza el minimo -2 unicamente en t = 1 y es —1 en ¢t = 1/2. Por tanto,
si descomponemos el camino de la forma vy_,, = (1/2y_,) * (1/2v_,,) al aplicar e,, resulta:

en(V-n) = (1/279-n) * Sa, (1/27-n) = (1/27-n) * (1/27-n + an)
= (1/2(co = €n)) * ((1/2(c0 = €n)) + (en)) = (1/2(e0 — €n)) * (1/2(c0 + €n))-

Llamemos al camino resultante vy. Obsérvese que este camino tiene como peso €y (raiz no com-
pacta positiva), ademés

t(eo — €n), dij) sit<1/2
(o — €n), i) + (Bt (0 + €n), i) sit>1/2

{t(—%m +20;0-1) sit<1/2

hi(v0) =

2(=28in + 265 -1) + 252 (26;0) sit>1/2

t(—2(5i7n + 2(51'7”_1) sit < 1/2
(2t = 2)0in + Gin—1) sit>1/2

Entonces h;(79)(t) < 0 solo si i = n, en cuyo caso el minimo —1 se alcanza en t = 1/2 y el
tnico t < 1/2 tal que hi(7)(t) =0 es t = 0. Ast:

en(70) = (Sa, (1/2(€0 — €n))) * (1/2(e0 + €n)) = (1/2(€0 — €n) + €n) * (1/2(€0 + €n))
= (1/2(60 + En)) * (1/2(60 + Gn)) =€)+ €n = VYn.

Siguiendo calculos analogos a 7,1 se puede ver que la tnica raiz para el cual e;v, # 0 es
ap—1. Calculando obtenemos: €,—179, = Y,—1. Resumiendo, si consideramos el grafo ( [y_1]~,II.

tiene representacion:
El andlisis siguiente es el mismo del caso SO(2,2n). A continuacién lo repetimos con el fin de
clarificar nuestro objetivo: 71 es el méximo de [y—1]<; Wo = {1} y A2 = A1\ A2 = {2,3,... ,n—1}.
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1 2 n-1 n n n-1 2 1
V-1 V-2 .. Y-n Yo In s V2 1

Figura 2.8: Grafo SO(2,2n + 1)

Demostracion del teorema [2.0.8. a1, es la unica raiz no ortogonal a 7y_1, entonces [7_1]jA2 =
{7v-1}. Asi, si vy = y1; vo = 7y_1, entonces 1 + y—1 = 2€p; Y1 — Y—1 = 2€1 1O son raices, y
{v1,v2} son ortogonales, con lo cual se concluye a) y b) del teorema.

Sean ¢; > ¢y > 0 enteros; y sea m(t) = (7' xv%)(t), si t € [3,1] entonces (m(t),q;) =
(e171 + &(t)eay1, i) = €101 — d(t)eadin > 0; mientras que si t € [0, %], (m(t), ;) = c10(t)d;1. Esto
prueba que 7 es un camino con imagen contenida en C, por tato se concluye c). O

2.6. Caso G localmente isomorfo a SO*(2n)

Sea a; == € — €41, 1<mn; v =¢+¢€, 1<i<j<n. Entonces las raices positivas,
las raices simples y las raices no compactas positivas estan dadas por:

Ot = {& £ € 1<ici<n
Il = {al, ag,...,0p_1, ’yn_lm}
o7 = {7, i<y
Yn—1,n = raiz no compacta simple

a; = @; para toda 1

La tnica raiz simple compacta no ortogonal a 7,1, €s a,—2. En este caso, siguiendo emu-
lando célculos anteriores se sigue que €,—2(Yn—1,n) = San_o(Yn—1,n) = Vn—2.n- Asi mismo, yp—2,,
tiene solamente dos raices tales que hi(yn—2,)(t) < 0, a saber, a,_3, a,—;. Aplicando el opera-
dor e en el primer caso obtenemos €,_3(Yn—2.n) = Sa,_3(Yn—2.n) = Yn—3,; mientras que en el
segundo caso en—1(7n—2,n) = San71 (7n—2,n) = Yn—-2,n—1-

En general, dado un camino de la forma -; ; existen a lo mas dos raices simples para las
cuales e, no se anula que son

» k=14—1en cuyo caso €_1(7ij) = Yi—1,-
= k=j—1en cuyo caso e;_1(%i;) = Vi j—1-

Asf pues, si A; = I, el grafo ([’yn_lm] - Al) tiene representacion dada por la figura

Acé un vértice 7, j representa el camino +; ;. Por ejemplo, el vértice  en el grafo[2.9representa
el camino 73 5, Como antes, escribimos v; j_k 7, 5 si ex(7i;) = V.5, 0, €k(V1,5) = 7i,j, ¥ usamos
una convencién similar a la usada en el caso Sp(n,R) para evitar algunas etiquetas. Nuestro
ejemplo entonces indica que el vértice e estd conectado con las raices ay, a5 (verticales), ag, ao
(horizontales).

Ahora, ;2 es el maximo de [y,-1,,]-. La tnica raiz que conecta el maximo es a2, entonces

Wo = {i | filma) # 0} = {2}, Ay = 4\ Wy = {1,3,4,...,n— 1}. Bl grafo ([y1,1] 42)

se puede representar a partir de la representacion de ([’yn_l,n] < A1>, eliminando las aristas de
etiqueta 2 y posteriormente tomando la componente conexa de 7,1 .
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n-2 n-3 4 3 2 1

3 e
) L] TT,EI $
ST
B

[ ]

| v

nT n2 n3 - 4 5 5 1

Figura 2.9: Grafo SO*(2n)

n-2 n-3 cee 4 3 2 1 n-2 n-3 cee 3
N 2w o 432t
B [ |%
- A N I O_|_|:
o | L] IR | LR
| Ll L]
: HREEENO | o
5. * c— * c— —_—
G | =
4_ * c—
B
3_ * —
[\
2.
nil n12 ni3 T éll f’) é i nil ni2 ni3 ! 4 3

El conjunto [7_5]<A2 tiene elemento maximo 734 = €3 + €4. A partir de los conjuntos W3 =

{i € Ay | fi(y34) # 0} = {4}, A3 = A\ W3 = {1,3,5,6,...,n — 1} consideremos el grafo

([’Yn—l,n]jAg )

la componente conexa del grafo obtenido que contiene a 7,,_1,), podemos ver que v5¢ es el

méximo del conjunto [y,—1 ] <a Iterando el proceso, si m < [%] y hemos definido el conjunto
—A3

Ag). Entonces por un andlisis similar (eliminese la arista con etiqueta 4 y témese

A =A{1,3,5,....2m —1,2m,2m +1,...,n — 1} y ["}/_5]jA tiene maximo 72,,,—1,2m, entonces

W1 = {i € Ap | fi(vam—1,2m) # 0} = {2m}; tomando el conjunto A,,11 = Ay, \ Wi =

{1,3,5,...,2m — 1,2m + 1,2m + 2,...,n — 1} podemos ver que el conjunto [7_5]<A tiene
—m+1

elemento maximo v2y,+1,2m+2. De este modo, obtenemos los caminos

71,2, V3,45 V5,65 V2k—1,2k

conn=2k+i, ie{0,1}.

Demostracion del teorema[2.0.8. Sea v; = ~yo;—12; para i = 1,..., [%] Sea ¢ # j, como 2i —
1,2i,2j — 1,25 son todos distintos, v;(1) £ vj(1) = €21 + €2; = (€2j—1 + €2;) no es raiz, ademas
(vi(1),v;(1)) = 0, esto prueba las partes 1), 2) del teorema.

Sea m = v x---v% con (cq,...,c) una sucesiéon creciente de enteros no negativos; entonces
7(t) es de la forma 7(t) = c171,2 + - - - CmY2m—1,2m + O(t)EmVam+1,2m+2, para cierto 0 < ¢(t) <1
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y cierto m < k. Luego
(m(t), ;) = (1 — c2)dia + (c2 — ¢3)0ia + -+ + (Cm—1 — Cm)0im + (e — O(t)Cmt1)0; (m+1) = 0

lo cual dice que 7(t) € Ck para todo t € [0, 1]. Esto prueba la parte ¢) del teorema. O

2.7. Caso G localmente isomorfo a SU(p,q)

Sea aj =€ —€p1 1<i<p, Bj=épj—eprjr1, 1<j<q mij=6—€p; 1<i<
p 1 < j < q. Entonces las raices positivas, las raices simples y las raices no compactas positivas
estan dadas por:

+ _
" = {e& — €jhicicj<prg
II= {a17a27 e 7ap—17/7p,17517527 o 75(]—1}
+ _
O, = {vijh<i<p 1<<q
Yp,1 = raiz no compacta simple
a; = a; para toda 1 Bj = Bj para toda j
Como t tiene sistema de raices no irreducible, esto es, ® se escribe como unién disjunta de
dos sistemas de raices (irreducibles en este caso), usaremos en este caso la notacién e; := e,,,
e]—- = egj . . )
Dado que 7,1 tiene dos raices no ortogonales, a saber, «,_1, 81 v en ambos casos h;(v,1) = —t
D, ’ )y “'p ) y D, )
aplicando el operador e en el primer caso obtenemos

ep—1(7p,1) = Sapﬂ(’)’p,l) = (ep — ep41) + (p—1 — €p) = €p—1 — €pt1 = Vp-1,15

mientras que en el segundo caso

eT(’val) = Sp, (’val) = (Ep —€ept1) + (5p+1 — €pt2) = €p — Epr2 = Vp2;

En general, dado un camino de la forma -; ; existen a lo mas dos raices simples para las
cuales e no se anula que son

» k=14—1en cuyo caso €_1(7ij) = Yi—1,-

» k= j en cuyo caso e5(7i,j) = Vij+1-

En el caso SU(6,4) podemos representar el grafo generado 75 ;1 mediante:

Un grafo similar se obtiene para cualquier p > ¢. En general, el vértice extremo del grafo
generado por 7,1 €s Y14 ¥ estd conectado a las raices m = f3,,, 1 = a. Tomemos el grafo generado
por 7,1 y la raices IT'\ {a1, B, }. El subgrafo tiene vértice extremo 72 4—1 que es ortogonal a 7y 4.
Iterando el proceso, podemos obtener los caminos (para p > q)

/717[1’/727[1_1’ st 7/7(],1

A este punto, el subgrafo que se produce es de la forma

Aplicando nuevamente el procedimiento se genera un nuevo subgrafo con vértice maximo
Yg—1,1 cuyo peso no es ortogonal al peso del camino obtenido en el paso anterior 7, 1. Por tanto,
Yg—1,1 los caminos que consideramos en esta.



2.7. CASO G LOCALMENTE ISOMORFO A SU(P,Q)

5 4 3 2 1
6,1 Y5,1 Y4,1 Y3,1 Y2,1 Y1,1
| -

¥6,2 5,2 Va2 @ ¥2,2 71,2

NI
76,3 72,3 74,3 ’73|,3 @D V1,3
ol
76,4 5,4 Y4,4 V3,4 V2,4 V1,4
Figura 2.10: Grafo SU(6,4)
p-1 p-2 q-2 q-1
Yp,1 Yp—1,1 Vp—2,2 Ya+1,1 Ya,1

Figura 2.11: Grafo 1 SU(p, q)

27



28

CAPITULO 2. ORBITA DE anc



Capitulo 3

Descripcién de S(p™)

Queremos describir los pesos de S(p™) en términos de los caminos de Littelmann. Conserva-
remos la misma notacién dada el capitulo anterior para cada grupo. Asi pues, si G = SU(p,q)
llamamos +; j, al camino t(e; — €;), mientras que para G = Sp(n,R), 7; ; se referira al camino
(te;) * (tej).

La estrategia es la siguiente. En el capitulo anterior calculamos la érbita de au,., por los
operadores de f y e, de donde obtuvimos caminos v1,...,v. El teorema de Schmid junto con
el teorema demostrado en el capitulo anterior aseguran que los pesos méximos que ocurren en
S(p™) son todos los nyjvy(1) + -+ + ngvg(1) con ny > -+ > ng > 0. En particular, el peso
v1(1) que ocurre en S(p*) es precisamente el peso maximo del &-médulo p* y v; es un camino
contenido en C'i, por tanto por el teorema del caracter de Littelmann, el caracter del £—maodulo
ptes X<, e,

Fl siguiente paso seria entonces calcular el caracter del £—mddulo con peso maximo njv; =
v1™ (proposicién BIT), esto es, determinar los caminos de la forma f,,, ---f,, (v1™). En la
seccién 2 tomamos njvy*ngvy = 1™ xve™?, y calculamos los caminos de la forma £y, - - - f,, (v1™)
(Proposicién B.2.3]). Finalmente el calculo de los elementos

ni n2 Nk
o - o, (T xvy? % ox )
se deduce a partir del caso v % v2"2 usando técnicas similares (Teorema B.2.4)).

Definicién 3.0.1. Diremos que un par de vértices (1, (2 € [ane] < estdn unidos por una caminata
en el grafo, si (1 = (2. Si a;1,...,q;5 € II,, son tales que €4y, - €q,;,(C1) = (2, a la sucesion
(1, - .., a4s) la llamaremos una caminata sobre el grafo de (i a (.

Gréficamente (1 =< (2 si en los grafos obtenidos en el capitulo anterior, podemos hacer un
camino con direccién sureste empezando de (; y terminando en (3. Asi por ejemplo, si G es
localmente isomorfo a EI11, observando el grafo el camino v_3 =< 713, pero v4 A 3.

Definiciéon 3.0.2. Sea ([anc]jA_,Ai) uno de los grafos o subgrafos obtenidos en el capitulo 2, y

tomemos una funcion g : [ancl<, — Z>o. Entonces decimos que la tripla ([ancl, , 4, g) es

un diagrama con pesos enteros, el valor de cada vértice 9(C) se dice el peso del vértice y la suma
de los vértices de los pesos 3 cc(a,.).  9(C) se dice el peso del grafo

24,

29
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V-4 T3 -2 '“.f"l
T—1 Y2 a3 4
I
|
-~ A I I ;
0] y12: ¥13 Y14
I
I
Y23------—-- Y24 734 s

Figura 3.1: Dos posibles caminos de v_3 a 713, mientras que 93 A v4 ni v4 A Vo3

Observacién 3.0.3. Los v’s construidos en el teorema [2.0.8 tienen la siguiente propiedad.
» Si £ (v;) # 0 entonces el (v 1) # 6.

x Si fN(n) # 0 0 el (n) # 0 para ane < 1 y alguna o € 1., entonces N < 2 y es 2 solo
cuando G es de tipo Cy, yn = v; para algin i. Es decir, ¥ =0, para N > 2 si G no es de
tipo Cy, y para N > 3 en el caso de tipo Cy,.

» Como caso particular. Si £, (v;) # 0 entonces eq(v;) = 0. Si eq(v;) # 0 entonces £, (v;) = 0.

» Si G es de tipo A, ewisten exactamente dos raices simples tales que £Y (v;) # 6. En otro
caso existe una unica . Es decir Wy (ver notacion [2.0.7 en el capitulo anterior) tiene un
solo elemento si G no es de tipo A, y dos elemento si G es de tipo A,.

= S0 tomamos dos vértices del grafo (1,(o, que estén unidos por una caminata de (1 a (o,
esto es, (1 =X (o; entonces la longitud de todos los posibles caminos que los unen es la
misma. Mds ain, si (1 = €q,1€q;y ** €as,(C2) = €8,€8, - - €5,((2), entonces s = 1 y existe
una permutacion entre los multiconjuntos {1, ..., it = {B1,-.., 01}, es decir, las raices
que aparecen son las mismas y aparecen con la misma multiplicidad.

w i X Gy a e Il es tal que eq(C1) # 6 pero eq(Ca) = 6, entonces en(C1) = (.
Similarmente, si £,((2) # 0 pero £,((1) = 0, entonces (1 < £,(o

s En particular, una observacion al margen no utilizada en este texto, cabe destacar que
st tomamos un camino del grafo comenzando en el vértice minimo (= raiz no compacta
simple) y punto final el vértice mdximo, entonces el nimero de vértices que ocurren en
dicho camino es igual a la dimension de Gelfand Kirilov de g (esta observacion vino al
mirar la lista de dichas dimensiones dada en un reciente articulo de Kobayashi y Oshima),
salvo en el caso Cy,. No se tiene ninguna explicacion de este hecho.
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3.1. Orbita de v}
Sea T = {v1,ve,...,vr} el conjunto (ordenado) de los caminos construidos en el teorema
[2.0.8] Las observaciones anteriores y la proposicién [[.1.5], permiten ver que

f,(v1) *vo  Si AN £N(vy) # 0 tal que el (vy) =0

v1 * £, (v2) en otro caso

£, (v1 % vg) = {

en este caso no existe tal NV, luego
= vy * £ (V2)
(3.1)

ademés, hay a lo mas dos raices tales que £ (vy *v3) # 6, que son las raices tales que £ (vo) # 6,

las cuales satisfacen también que el (v3) # 6. Asi, procediendo iterativamente

£ (01 % vs  vg) = fo(v1 % vg) x vz Si AN £ (v % va) # 0 tal que e (v3) =0
oL TR vy x vg * £, (v3) en otro caso

por lo anterior:

B {Ul * £ (ve) *v3  Si AN £V (v2) # 0 tal que el (v3) = 6

v1 % Ug x £, (V3)  en otro caso
en este caso no existe tal NV, luego

= V1 * U9 * fa(vg).

(3.2)
Anélogamente, tenemos que para una raiz simple «,
fo(vr xvg % ... xv;) = v xvg % ...k £y (v)).
Notacién 3.1.1. Para una sucesion finita de raices simples @ = (a;1, @42, . .., @;s), notaremos

por fz al operador f,, ---f,,. v la longitud de & por |@| = s

Lema 3.1.2. Sea G = SO(2,2n+1), siguiendo la notacion de la seccion 1 del capitulo anterior,
"% A

Demostracion. Si ’yg =< 72, entonces existe una sucesién @, tal que eg(wg) = +2. La tnica raiz
tal que e (y0) # 0 es a = ay, luego

en(2) = Yo * en(70) SiIN el (o) # 0 tal que £ (7o) =0
en(70) *1 en otro caso

si e (vg) # 6 entonces N = 1 en cuyo caso f!(vg) # 6. Entonces

=€n(70) ¥ 70 = Yn * Y0
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luego Yo 2 vn. Ahora, para j < n sea 7; 2 7;. Dado que existe una tnica «, tal que f,(y;) # 0
entonces f,(vi) = 75, 0 fa(vi) 2 ;. Si fa(7:) = 75 entonces v; = eq(v;) # 6 como j < n el
calculo del capitulo anterior implica que f,(;) = 6, por tanto f,(v; * ;) = v * fa(7;) = 6. En
conclusion, si v = v; * «yj entonces i # j. En particular, 12 A U

Lema 3.1.3. Sea G = Sp(n,R), siguiendo la notacion de la seccion 1 del capitulo anterior; sea
fg(yfl) = Vp,q ¥ Yk, Para ciertas sucesion . Sip = k entonces p = q > 1. Andlogamente, si q =1
entonces | = k < p.

Intuitivamente hablando, el lema dice que si dos vértices de la 6rbita por f de 7%’1 estan sobre
la misma linea horizontal o vertical, entonces uno de ellos debe estar en la diagonal de la linea.
El resultado es también valido reemplazando 711 por ; ;, realizando el mismo andlisis.

Demostracion. Por induccién sobre s = |@|. Primero obsérvese que fa(yfl) # 6 solo si a = ag,
en cuyo caso fl(’yil) = 1,2 * 71,1- Supongamos que el resultado es vélido para toda sucesién de
longitud s = |@|. Sea 3 tal que |5| =s+1y0# fg(yfl) = Ypq *Vpl, CONDP>¢q, p>1, en
particular p # 1. Se puede ver a partir del grafo de G que f,,(7p4) # @ solosii =p,0i=gq,y

€n;(Ypy) #Osolosii=p—1,0i=1—-1.8i1#1
Ypqg * €ay_y (Ypy) S 3N eé\i,l(’Yp,l) # 0 tal que fé{\l[,l(’}’p,q) =0
€a;_y (Vp.g * Wpt) =
€a,_,(Vp,q) * Vpy €n otro caso

comop>1[—1

_ Jwa* i1 S eq, (1) # 0 tal que £ (vp4) =0
Tpg-1*Vpt sig=1-1
(3.4)

Como eq, , (Vp,g*7Vp,1) se puede escribir de la forma f@(vil) con |@| = s, la hip6tesis de induccién
concluye en el primer caso que p =q > 1 — 1, y dado que p > [, ¢ > [. El segundo caso ocurre
solo cuando ¢ = [ — 1, en este caso la hipétesis de induccién concluiria que ¢ — 1 > [, lo cual es
claramente absurdo, luego este caso no puede ocurrir.

Sil=1yp#q €ay;r(Vpg*Vp1) = Ypg—1*7p,1 entonces, al igual que antes, la hipétesis de
induccién concluye que p = g — 1, pero puesto que p > ¢, esto es imposible. Por tanto p =¢. O

Retomando el andlisis general para cualquier grupo G del capitulo anterior tenemos el si-
guiente resultado:

Lema 3.1.4. Sea v; € T, supongamos que £, ---fo,, (U?) = (1% (2 y ((1,C2) estdn unidos por
un camino en el grafo y B raiz simple tal que £f3(¢1 * (2) = (1 * £3((2) # 0. Entonces ((1,f3((2))
estan unidos por un camino.

Observacién 3.1.5. La hipdtesis £, - - - fo,, (UZQ) = (1 *x (o solo se usa para evitar las situaciones
(1 =C = en el caso SO(2,2n+1) y en el caso Sp(n,R): (1 = Vr1, G =Y410, E>1+1, en

donde g =X V41, Y Fo, (Veg * Yi41,0) = Ve * Vit1,041, PETO Vg A Yit1,+1- En los demds casos
de la demostracion basta suponer (1 = (o para concluir ¢; =< f3((2).

Demostracion del lema. La prueba se hara por casos.
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1. G = Sp(n,R). En este caso (1 =55, 1 > j; (2 =Ykt k>1y ((1,¢2) estan unidos por
un camino si (4,5) > (k,1) con el orden lexicogréfico usual, luego

Ye+1 S B =g
f5(C2) = S k1 SiB=q
0 en otro caso

Sii =k, por el lema anterior ¢ = j > [, luego f3((1 *C2) = £3(7i i *7i1). Como f5(vii*7vi1) =
i # £5(751) entonces B # ay, y por tanto si I # i, B = az, Tuego £5(vi * Vi) = Yo * Vir41,
como ¢ > [ # 4; i > 1+ 1, se sigue que ¢; < fg(¢2). Si | = i no existe tal f, luego la
proposicién es trivialmente valida.

Supongamos ahora que ¢ > k, entonces 7 > [. Si j = [ un argumento similar al anterior
muestra, en virtud del lema previo, que (; = f3((2). Supongamos pues que j > [. Entonces
puesto que

f5(C1 % (o) = G xf3(C1) = {%J * Vi1,

Yij * Vk,I+1

en cualquier caso, las desigualdades estrictas muestran que (¢,7) > (kK + 1,75) v (i,5) >
(k,j+ 1), entonces (1 = f3(¢2).

2. G = S0O(2,2n). Sea (1 =X (2 y B una raiz simple tal que 0 # f5(¢1 * (2) = ¢ * £5(¢2).
Sea (2 = 7 # MWm-1Yy C1 = v # G- Si fo(yi) # 0 entonces fo(y;) = vir1sii #ny
foyn = Y—(n+1)- La condicién (1 =X (2 implica que j < 0 <4,0,0<17<j, 0,4 <j<O.
Entoncessii #n j<0<i+1,0,0<i+1<j0i+1<j<0,luego 1 =< £,((2)

Supongamos que (i = Y_pn, (2 = Yp—1 en este caso fg(y,—1) # 6, cuando f = ay, o,
B = an—1, pero dado que fo, | (V—n * Yn-1) = fa, , (V=n) * -1 = Y_(n-1) * Yn—1, luego
B no puede ser a;,,—1. En el otro caso f,, (Y—n * Yn—1) = Y—n * fa,, (Yn—1) = Y—n * Y—n. En
cualquier caso, se concluye (; < f7((2)

3. G=S50(2,2n+1). Es anélogo al caso SO(2,2n) sin considerar el segundo parrafo, ya que
el grafo es lineal.

4. G = SU(p,q): Como el sistema de raices es unién de dos sistemas de raices simples, basta
con tener en cuenta el caso SU(p, 1). Pero este caso el grafo es lineal al igual que en el caso
SO(2,2n +1). Si (1 =< (o, entonces (1 = 7;,j,(2 = Y3 ¢ >k, j <1, dado que f;-,(¢2) =
Vi1, T1(C2) = Yt1,2- Como fi (i i+ k1) = e (Ve ) * ety £121 (g i) = §20 (Vi) ¥ Ve
podemos suponer ¢ # k, j # 1. Asii > k+1, 5 > 1—1, luego v;; = Yx+1, y también,
Yi,j = Yki—1. De cualquier modo se tiene que ¢; = f5(¢2)

5. G = SO*(2n): Sea (1 = 7ij, C2 = Wi, ¢ < j, k < l. Entonces (; =< (o implica que
(2,7) < (k,1) con el orden lexicografico. Si f5(7,) # €, entonces

Ve+1,0
£5(Vk1) = {
Yk, 1+1
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Dado que fi(vk,; * Vei) = fe(vrj) * et f(via * v0) = fi(vi5) * Y, basta considerar
i # k, j # l; pero en este caso i < j, j+1 <[l asique v;; = Vet155 Vij = Vk,i+1- Luego
G =2 15(C2)-

6. G = EIII,EVI, . Si (3 =< (9, entonces existe una sucesién de raices simples a tal que
f5(C2) = (1. Sea (3 simple tal que f3({) # 6, en virtud de una observacién anterior eg(¢) = 6.

La condicién f5(¢1*C2) = (1#f5(¢2) # 0, implica que si f3(¢1) # 0 entonces eg((2) # 6, y por
tanto se debe tener fg((2) = 6, lo cual es absurdo. En conclusion, si fg((1*(2) = (1*f5(¢2) #
6, entonces f3(¢1) = 6. Observando el diagrama esta afirmacién dice que podemos elegir el
camino entre (i y (2, de tal forma que & = (ay1,...,a;5-1,8) v f5(¢2) = (1. Por tanto si

o = (1, .oy Qv k—1), f(;,(fg((g)) = (1. Esto concluye que (1 = (o

O

Corolario 3.1.6. Sea v; € T, y & una sucesion de raices simples tal que 0 # £5(v?) = (1 * Ca.
Entonces (1 = (3.

Demostracion. Por induccién en s = |@|. Si s = 1, por una observacién anterior se tiene que si
£, (vi) # 0, entonces e, (v;) = 6; por tanto £, (v;*xv;) = £, (v;)*v;, en cuyo caso (1 = f,(v;), (2 = v;
y obviamente f,(¢1) = (2, esto es, (1 < (a.

Supongamos que para toda sucesién & con s = |@/, tal que 0 # fg(viz) = (4 * (9, se tiene que

G = Co. Sea B = (Bo, b1, ..., 5s), tal que 8 # fg(v?) = (1 * (2, entonces 0 # f5,f5, -+ £5,(v}) =
W1 * peo, por hipétesis de induccién puy =< o, luego py = po o existen ay1, ..., q; € I, tales que

fail e faik (MQ) = 13 ademads fﬁo (/Ll * :u2) = <1 * C2-

w Sipy # poy f5,(p1 * p2) = f5,(p1) * po, p2 = (2, f3,(p1) = ¢ y por tanto: ¢ = fz,u1 =
fﬁo (fail o 'fOéuc (:u2)) = fﬁofan e faik (C2)7 luego (1 = Co.

» Si g = po. Los lemas B I3y B I 2l implican que p1 # v si G = SO(2,2n+1) y 11 # Ypp+1
si G es de tipo C,,. Entonces si fg,(111) # 6 por la observacién 1 al inicio de este capitulo

se sigue que eg,(u1) = 0. Por tanto 6 # fg (11 * 1) = fg(vf) implica que fg, (1) # 6,
por lo cual eg,(p1) = 6. Por proposicién (L5 fa, (i1 * p1) = f£5,(11) * p1, de modo que
G = £, (1) =1 = Ca.

» Por dltimo, Si f3, (p1 * p2) = p1 *f5,(p2), el lema anterior concluye que p; =< fg, (p2), luego
G = G

O

Proposicién 3.1.7. 1. Para cada v; € T los elementos distintos de ¢ de la érbita por f de
U;L son de la forma (; * (2 * - - - * (, tal que para cada i ape = (; < vj, v el par (¢, Giy1)
estan unidos por un camino en el grafo.

2. Reciprocamente, sean oy <X ¢ 2 vj,i=1,...,n,y ¢ = (41, para todo i < n.

= Si G no es de tipo C), ni G es localmente isomorfo a SO(2,2n + 1), o,

» G es localmente isomorfo a SO(2,2n + 1) y {; = v a lo més para un ¢
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» (G es de tipo (), y la sucesién de (;’s satisface la siguiente propiedad:

Si ¢ = Yp,q con p # q entonces (i1 = Yg,q> 05 Gir1 = Vr,s donde r < p,s < q.

Entonces existe una sucesién de raices simples compactas &, tal que f&(vjr-‘) =(1* - *x(n

En otras palabras, un elemento de la 6rbita se puede identificar con un grafo con pesos

generado por au., tal que los elementos de peso distinto de cero son precisamente los (;, y existe
un camino de (; a {, que pasa por todos los vértices (.

Antes de dar la prueba, ilustremos con unos ejemplos la proposicion.

Ejemplo 3.1.8. 1. Si G es de tipo E6, entonces al diagrama de pesos del grafo

11

4
|
0
|
0

N —— = —

o—0o—o0o
oO—r—0

0 0

le corresponde el camino (ver el grafo asociado a EIII del capitulo 2):

! 11 2 _
TI= Y9 kY1 RY2 kY19 K Y14 = Y2k - kY kYp k- kYL kY9 kY12 ok Y12 * Y14,
4 11

El orden en las concatenaciones se da tomando un camino desde y_4 (camino asociado a
la raiz no compacta simple), hasta 5 (elemento mdzimo de [anc]~); 0 equivalentemente,
el orden se da siguiendo la sucesion v_o <X v1 = y2 =X Y12 =X V14-

Entonces la proposicion concluye que existe una sucesion de raices simples o tal que
19y _
fx (Ul ) =,

2. Por otro lado, si tomamos el camino
o A 3 3
TI=T0_ga*V_2*72%7;

entonces el diagrama de pesos asociado estd dado en el grafo[2.

W—O —r
oO—r—20

0
0
0

OO —0O

0 0

Es claro que no existe un camino desde vy_4 hasta vs5 que pase por vo y v2. Por tanto, no
existe a tal que T = f5(v]").
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Demostracion de la proposiicon[3.1.7. 1. Todo elemento distinto de 6 es de la forma £y, - - - fo, (V7),
o bien es U;L. Por induccién sobre s, si s = 1,y f,(v;) # 0, la construccién de los v; muestra
que « satisface eq(vj) = 6, luego

£ (v o) = fo(vy) * U;L_l Si AN £V (v;) # 0 tal que e(]lV(U;L_l) =0
A v; * fa(vjr.‘_l) en otro caso (3.5)
= f,(vj) * U;‘_l
En este caso (1 = f,(v;), § =v; parai=2,...,n. Evidentemente e,((1) = eq(fa(vj)) =

v; = (2, luego ((;, (i+1) estdn unidos por una caminata en el grafo y la afirmacién es vélida
para el caso s = 1.

Supongamos que f,, - - - f,, (v;‘) = (q * - * (, tal que para cada 7, (; < (;41. Sea 3 tal que
f5(C1 % -+ % () # 6; entonces fg(1 % -+ % () = (1 * -+ x f5((x) * - - - * (,, para algin k tal

que f5(Cy) # 0. Notemos f5(C1 * -+ % (p) =& % * & con § = G sil # by & = £5(Cr);
por hipdtesis de induccién &; < &1 para i # k,k — 1. Como

f3(Cx - % () = Qv % £5(G) - % G,

entonces

£5(CixrxGn) = Qe #£3(Cho1 % Qo) * Qo % - 4 G = e o -5 Qo1 x Eg (o G ) %+ - % G,

y también

£3(Ch—1 % Ck) = Cu—1 * £3(Ck), f3(Ck * Cot1) = £8(Ck) * Cryr1-

Por el corolario la primera igualdad satisface {z—1 = (x—1 = £3(¢x) = & mientras que
la segunda cumple que & = £5(Ce) < Cor1 = Exp-

2. Sean o?l, ..., sucesiones de raices compactas, de modo que £ (vj) =(i-Seas =), |C;Z|
Por induccién en s, si s = 1 la condicién ¢ < (2 = -+ <X (, lleva a que § # ¢ = £, (v;),
mientras que (2 = (3 = -+ = (, = v;. Como f,(v;) # 0, entonces e,(v;) = 6, y por tanto
e (v 1) = 6. Asi, por proposicién se sigue:

J

fo(v — ) * Ugn ' Si 3N £ (v;) # 6 tal que eév(vg.‘_l) — 0
) en otro caso (3.6)
f =(CxGax-x(p

Por tanto, para s = 1 la proposicién esta demostrada. Para enunciar la hipotesis de induc-
cién, sea una n—tupla de caminos bajo las condiciones:

NI
» Para cada i, ape 2 ¢ 2 vj.

» Para cada 7, si (; # vj, sea ' una sucesiéon de raices simples tal que f = (vj) = G-
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. 5=, ai|.

Entonces la hipotesis de induccién supone que (g % - -+ *(, = v o existe una sucesion @ tal
ny
que fz(V7) = G * % .

Para probar la proposicién, tomemos una n-tupla de caminos bajo las condiciones:

LI i S -
» Para cada i, ope =z 2 v;

i o . Vi () = =
= Para cada i, si z; # vj, sea o' tal que f (vj) =z

= st 1=3 o

Probaremos que existe una sucesiéon @, de modo que fz(v7) = 21 * -« * z,,.

La condicién z; X vj, implica que toda caminata entre z; y z;41 tiene etiquetas en el
conjunto A; construido en el teorema [2.0.8] Entonces la primera condicién es equivalente
az1 2A; DA Zn

= Primero supongamos que existe § € A;, tal que eg(z1*... z,) = 2% - -xeg(z)*- - -x2p, #
6, en particular esto implica que eg(z;) # 6. A partir de esta hipdtesis se siguen los
siguientes hechos:

e Parai # 1,1 # 1 — 1, sigue valiendo z; = 2;41.

e La condicién z—; < eg(2) se sigue trivialmente pues z; < eg(z).

e Como f € A;j se sigue que eg(2) =4, vj, pues v; es el maximo del conjunto
[a”C]jAj :

o Sil # n, como eg(z *...2,) = 21 % -~k eg(z * 2141) * Zj42 % -+~ * zp, # 0, en
particular eg(z;) * 2141 = eg(z; * z41) # 6. Pero por proposicién [LTH

z ¥ eg(z41) SidN eg(zlﬂ) # 0 tal que fév(zl) =0

(3.7)
eg(z) * ;41 en otro caso

es(z * z141) = {

sieg(z41) # 0, esto implicaria que fz(2;) # 6, pues eg(2;) %2141 = eg(z1*2141) # 6.

a) Si G no es de tipo Cyp, y fg(z) # 0, en particular el caso SO(2,2n + 1), se
tiene que z; # o pues eg(z41) # 0 y por hipdtesis z; 2 z.41. Por tanto
f3(z) # 0 implica que eg(z;) = 6, lo cual contradice que eg(z1 * ...z,) =
Zyk--xeg(zy) k- k2 £ 6.

b) Si G es de tipo Cy,, como fg(2;) # 0 y eg(z;) # 0, esto implica que 23 = Yp41,p
y B = a, (ver seccién 1 capitulo anterior). Por la hipdtesis especial sobre G,
2141 = Ypp O Vrs CON T > 5 > p. Pero ey, (2141) = eg(zi41) # 0, lo cual es
absurdo.

En cualquiera de los casos se llega a una contradiccién. En consecuencia eg(z;41) =
0y eg(z) # 6, y también z < z; la observacion B.0.3], concluye que eg(z;) =

Zl4+1-
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Sii# lsea (= 2, Yy, ¢ = eg(z), entonces la hipdtesis de induccién aplicada a la
n—tupla (1 < -+ = (,, asegura que existe una sucesion de raices simples & tal que
fa(v]) = G- x (G =epg(z1 * -+ * 2,,). Asi, dado que eg(21 * -+ * z,) # 6 aplicando
en ambos miembros de la igualdad, se tiene fg(f&(vgl)) = 21 *- - % zp, lo cual concluye
la proposicién bajo el supuesto que exista tal 8 € A;.

= Para completar la prueba, veamos que existe tal 5 € A; tal que eg(z1 *...2,) # 6. Si
para alguna 5 € A;, eg(z1 *...2,) = 21 % --xeg(z) * -+ * 2, con | # 1, esto implica
que eg(zy *...2p) # 0.
Supongamos entonces que para toda 3 € A; se cumple eg(z1*. .. 2,) = eg(z1)*z2%- - %
Zp. Si 21 = vj entonces para toda 4, z; = v; lo que contradice que 0 < s+1=>", al.
Entonces z; éAj vj, y en particular existe Sy € Aj; tal que eg,(z1) # 0, pero por
hipétesis eg, (21 * ... 2n) = €gy(21) * 22 % - - - % 2, y por tanto eg, (21 * ... z,) # 6.

O

3.2. Orbita de v, x - - % ™

Sea vi,v9 € T los dos primeros caminos construidos en el teorema 2.0.8 A continuacién
analizaremos la Orbita de f sobre vy * vs.
Para un camino ¢ definimos los conjuntos

W ={a el | 3n, ¢Xn faln) #0}  EPP ={a €Tl | In, (=n, ealn) # 0}
FP={aelle| 3, 12 ¢, faln) # 6} EFf =f{a €| In, n=(, ealn) # 0}

En términos generales, los elementos de Ezup son aquellas raices para las cuales existe un camino
. . Sup ’ .’

en el grafo, desde ( a v1 que pasa por «; mientras que el conjunto F ¢ 1o es més que la unién

de los conjuntos FE’;&), con [ raiz simple. Similarmente, chf es el conjunto de raices tales que

existe un camino en el grafo desde oy, a ( que pasa por a y Eénf es la unién de los Fj;&), con
B simple.

Ejemplo 3.2.1. Sea G de tipo FG6.

» Para el camino o4 los elementos de Elzfl son las raices correspondientes a las etiquetas

marcadas con doble marco rectangular, mientras que legi son la raices en Elgi junto con

las raices con etiqueta marcada con un marco rectangular. Es decir, Elgi = {ag, a2} y

inf _
F“I/I214 - {OZ4,0[2,0[3,0Z5}-

. . Su ’ .
» Si tomamos el camino y_1, los elementos de F5") son las raices correspondientes a las
. . sup . sup
etiquetas marcadas con marco en forma de rombo, mientras que E57 son la raices en 57
junto con las raices con etiqueta marcada con marco circular. Es decir, F3"Y = {as, a4, as}

sup _
Y E’Yfl - {Oé5,0é4,0[3,0[1,0[2}

Nétese que si p = (, entonces

sup sup sup sup sup sup
E™ C F E™ C B} F" C F}

inf inf inf inf inf inf
FrCE, BN CE; FEM CF

Sify,, - o, (V1 * v2) = (1 * 21, entonces naturalmente ¢; X U1 Y Qpe X 21 = U2
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& Db ®

V-4 -3 Yo Y1

| @® | “ 5
V-1 Y2 V3 Ya
©o | T4 |7 s ‘ -
70 Y12 Y13 Y14

=
Y23 @ — Y34

Figura 3.2: Fsw  pinf - psup - pinf

Y5

Lema 3.2.2. Sea f5(v) % -+ %1 % Uy % -+ % V) = G- - -x(1 %2 % - - 21, entonces F;Z_llpﬂsz?f =0

m
y BTN EN = () para todo i < n.

Demostracion. Induccién sobre s = |d|.
Sis = 1, fo(vr % kU kU %% Uy) = U1 %+ %V %V x -+ % Uy xf, (V2), en este caso

m m n—1
Fo® ={B| f3(v1) # 6} = W, ademas E3P =0, ast que By N ERf = B3P0 E}nf(w = 0.
Sifg(v1) # 0 por la construccion de vo, f3(v2) = 6, y ademas 5 ¢ Ff Tuego FP ﬁFé’;f = 0.

. . v2
Dado que f,(v2) =< v9, se sigue que Fp, " N Ft}jvz) C FP N FDt =9,

Supongamos el lema vélido para toda sucesién tal que |d] = s.

Sea @ una sucesion de longitud s tal que 6 # f5(V" * V) = G * - % (Q * 2y % -+ 21 y sea [
simple tal que f3(Cpm * -+ % (1 % 2 * - -+ % 21) # 6. Con el fin de simplificar un poco la notacién,
omitiremos el asterisco para la concatenacion yuxtaponiendo simplemente los caminos; asi 2z92;
significara el camino zo * 21.

1. Sifg(Cm--Cizn--21) = Cm---Ci2n - f3(2i) - - - 21, para algin 4, como fz(z;) < z;, enton-
ces al igual que en el caso anterior y por hipétesis de induccién

sup inf sup inf __ sup inf sup inf __
PN Fgy CFOPNF =0, y,E PN B, C B NEZ =0

Esto prueba el lema en este caso.

2. Supongamos fg((m - C1zn---21) = Gu - 8(6)- - C12n - 21. Si i > n no hay nada que
probar. Supongamos que ¢ < n, basta probar que () = E;u&) NEM = F, fsu(%) N Fint

a) Demostremos que @) = E;;&i) N EXf: Como E;;l?) = E;'" U {B}, por hipétesis de
induccién Ezlp NED = . Supongamos que B € EM, como 8 € F Py CSillme inf =g
entonces 3 € EM\ F™ de donde se tiene eg(z;) # 0 y tamblen fg((,) # 0. Ahora,
£5(Cm -+ Cizn -+ 21) = G - £5(Gi)- -+ Ci2n -+~ 21, entonces:
£5((Gm - Gir1)(Giv - Crzn - 20) (zic1 - +21)) = (G- Cip1)E8(Gi -+ Czn -+ -20) (zim1 -+ 21),
y también f5((iCi—1 -+ C12n -+~ 2i) = £8(Gi)Cim1- - C12n - - - 23 # 0. Asi mismo

£5((Ciw - Crzn - ziv1)z) = £5(Gi - Crzn -+ - 2i1) 2,



40

CAPITULO 3. DESCRIPCION DE S(p+)

por lo tanto existe un N tal que fév(g- o Qzn o zip1) 0y e]BV(zi) = #; dado que
eg(z;) # 0 entonces N > 2; como G no es de tipo Cy, fg = 0, luego existe fg(z;) # 6
para algin j > i o fg((;) # 0 para algin j < i.

El primer caso no es posible puesto que g ¢ F Z‘?f ysij >, F Z‘I‘f DO F Zf;‘f, luego 8 & F Zl?f

y en particular f3(2;) = 6. Podemos suponer entonces que f3((;) # 6 para algin j < i.

Tomemos j; el maximo para esta propiedad. Entonces 5 € F Cs;lp luego las condiciones
1

Féup NFM=0ypeEMC E};]lf implican 8 € E};]lf \F;jllf, y por tanto eg(zj,) # 0y
también f5((;,) # 6.
Ahora repetimos el argumento anterior, esto es,

£5(Cm - Crzn - 21) = oo - £(Gi) - Crzn - - 21,

implica

(G Gi (G~ Cuzm 223024017+ 20) = (G G )3 (G Guzm 23,21+ -21),

entonces 0 # fg((¢; -+ Cian - 2ig1)zi - -2j,) = £8(G -+ -Ci2n -+ -2i41) (2 - - 25, ), esto dice
que existe un M > 0 tal que f%((,----(lzn-uz,url) “0y eg/[(zi---zjl) = 6. Dado
que 5 & szfjf, sik < ji,y eg(z) # 0, eg(zj,) # 0, entonces M > 3, luego existe
un [ distinto de i,j; tal que f3(¢;) # 6. Por la maximalidad de ji, i > ji > [;
tomando j» maximal con esta propiedad y repitiendo el mismo argumento se concluye
que eg(zj,) # 0 y también f5((;,) # 0. Procediendo iterativamente, obtenemos una
sucesion i = jo > ji1 > --- > ji, tales que eg(zs) # 6 siy solo si s = j; y también
f5(¢;,) # 0. Entonces ji, > 1 es minimal tal que eg(zs) # 6 y f5((s) # 0, pero siguiendo
el mismo argumento anterior podemos encontrar otro I < j tal que eg(z) # 6y
f5((1) # 0, lo cual es absurdo.

Por lo tanto {3} N Eglf = (); esto concluye que E;;FQ) N Eglf = .

FfS;(pCi) N Fif = §: El conjunto F;;(IZ}-) consta precisamente del conjunto ch;lp unido
con las raices ag tales que f,fg((;) # 0, y por hipétesis de induccion F, a_up NF ;an = (),
tomemos entonces g simple tal que f,,f5(¢;) # 0, y tal que o & F Csiup; en particular
o0 (Gi) = 6, por tanto f,,f5(¢;) # fsfa,((;) = 0. Entonces ag y [ son raices simples
no ortogonales, luego son adyacentes en el diagrama de Dynkin. Una observacién a
los grafos obtenidos permite ver que si dos raices simples 71,72 son adyacentes y dos
vértices estan unidos por una de dichas raices, digamos f11_7_uo entonces ey, (11;) # 6,
o bien f,, (1) # 6 para algin j € {1,2} (o ambos).

Con esto en mente supongamos que oy € sz?f; entonces existe un p = z; tal que
fo, (1) # 0, asi p_2o f, (u) permite concluir una de las siguientes condiciones

eﬁ(:u) #0, eﬁ(fao (:u)) # 0, fB(M) # 0, fﬁ(fao (N)) #0

Dado que f,, (1) = pu < z;, las primeras dos condiciones concluyen que 8 € Eg‘f,
mientras que las dltimas dos deducen 8 € Fi™ pero 8 € Faup lo cual contradice la

hipétesis de induccién. Supongamos 5 € Eg_lf, dado que

f5(Cm -+ Quzn -+ 21) = Guo - £3(Gi)- - Quzn -+ 21
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hemos probado anteriormente que E;:&i) N Eg;f = 0, 1o que implica 3 ¢ E;;&i) lo cual
es claramente absurdo, puesto que f3(¢;) = f5((;) v esfs((i) = G # 6.
Por tanto, ag & F an luego F, Su(p ) NE; nf — () y la proposicién queda demostrada.

0

Este lema dice que la 6rbita de vy % vo consiste en caminos (; * (o tales que hay un camino
sobre el grafo de (,,, a vy, y otro de oy a (o, de tal manera que las raices que aparecen en el
segundo no aparecen en el primero ni estdn conectadas con (,,. Por ejemplo, si G = EIIl y
Cm = 734, entonces el dnico camino de ¢, a v5 pasa por la raiz {as}, y a la vez (,, estd conectada
también con {a4}, luego E¢, = {ou,az}. Un camino de ape = y—4 a un vértice cualquiera,
comienza con as y a continuacion pasa por ay que estd en Eg, , por tanto solo consideramos los
vértices e, v—3, es decir, si fz(75 * v0) = 734 * (2 (ver la notacién en el caso EIII) los tinicos
posibles (5 son ;. = v_4,v—3. Mostraremos que estas soluciones, de hecho ocurren.

Para el caso 24 los caminos (en realidad solo hay uno) a «5 pasan por las raices {a4, as}, y
724 también estd conectado con {as, a5}, luego Ey,, {ou, as, as, as}, luego si f5(7v5*70) = Y24 % (2
y como 7y_4 estd conectado a as, el Uinico posible (5 es precisamente v_g4.

Un elemento de la érbita de v{*vy consiste en un elemento de la érbita de v concatenado
con uno de la érbita de vy; sin embargo no todas de las dichas concatenaciones dan precisamente
un elemento de la érbita de vi*vy. El siguiente resultado calcula exactamente dichos elementos

Proposicién 3.2.3. Si f; (vi---v1) = Gn---C, fi(v2---v2) = 2,--- 21 para algin 73,71,
son tales que F S F; nf — ¢y Esup N Elnf = () para todo i < n. Entonces existe @ tal que
fy(vr---vive - - vo) = G+ C12n - ”21

Demostracion. Probaremos el resultado por induccién sobre s = |fj;| + |72|, Si s = 1 quiere decir
que v = (,v2 = z; para todo i # 1, y v1 = (n,fav2 = 2z, 0 bien fou; = Gn,v2 = z,, pero
o € Esugl N Emf, por consiguiente solo basta considerar el primero de los casos. En este caso
£ (U0 = O (08) = G-+ Cim -+ 21,

Sean fj (v1") = “C1 y f5(vy) = zy---2z1 dos caminos tales que para cada i,
ngumemf:@: ﬂEmf,yl—i-S:‘ﬁl“’“T_]é‘-

En primer lugar, veamos que existen raices tales que 6 # e, ((m -+ C12n - - 21)- En otro caso,
0 =eq(Cm -+ C12n - - - 21) para toda raiz simple «, por tanto necesariamente 0 = €, (G -+ - (120 -+ 21) =
€q(Cm -+ C1)zn - - - 21, esto implica que e, ((m - -+ €1) = 0 para toda a simple. Dado que f3 (v]") =
Cm -+ - C1, y 07" es un camino contenido en la cAmara dominante con peso entero, el inico elemento
de la érbita de v]" por f tal que €4 ((m -+ (1) = 6 para todo « es v]". Entonces (, -+ - (1 = 0™

Sea 3 una rafz simple tal que fg(vi) # 60, de la construccién de vy se tiene que 3 ¢ F;gf
Como f,,, ---f,, (V5) = 2, - -- 21 # 6, para una sucesién de raices simples (o1, ..., 41), entonces
Sl 21+ 2Zn = €qy; (2n -+ 21) # 0, puesto que £, (21 -+ 2n) = 25 -+ 21 # 60, existe z; < vy tal que
f,,,(Zi) # 6 y por tanto ay; € inf‘f

Ademss eq,, (V"2 -+ - 21) = €q,, (V")zn - - - 21 solo en el caso que fy,, (V") # 0, luego ;1 €
FPn le?f C P n F:jgf = (0, lo cual es absurdo.

El anterior andlisis concluye que existe ag tal que 6 # eq, (G -+ C12n -+ - 21)-

1. Si existe una raiz simple g tal que
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0# eay(Cm-Can-21) =Cmn- €ao(Cio) -+ C12n - 21,

entonces £y, (V5) = 2n - 215 €qofiy (V") = G-~ €a0(Gip) -+ €1, y podemos tomar 77; =

(i1, - - . @s), de modo de aj1 = oy, luego si 7 = (... as), entonces £2(V]) = G -+ - €a0 (Giy) -+ - (1

y |772]+|7|=n. Ademés, para todo j # ig, F Sup N me =0= Zup N E;?f, y en el caso ig,
F)®. NnFMCF aon Fint =@y s1m11armente Ezzlz o E;r;f CEZN Ent =

eOzo C’L

Por hipétesis de induccién existe una sucesién @ tal que
fo?(U{nUg) = Cm v ’eocoCio T Clzn Rl = eao(Cm T Clzn T Zl)

y por tanto £, fz(v7"05) = (- Cizn - 21

2. Supongamos que para toda raiz «, tal que 8 # e, (- - (12 -+ - 21) se tiene que € (- (120

Cm - Creal(zn -+ 21). Si (m -1 # v, sea k el minimo tal que ¢; # v1; entonces Ezzp %
(. Sea g € Ezip, entonces €4y (Cm -+ C12n - 21) = (m---C1€a(2n -+ 21), 0 bien 0 =

eao(Cm Tt Clzn tet 21)7 €1n Cuyo caso eao(Cm Tt Cl) =0.5i eoe(Cm T Clzn cot Zl) = Cm T Cleao(zn

entonces €q,(2n - -+ 21) # 0 no puede ser de la forma e, (2 - - - 2k)2k—1 - - - 21, pues en este
caso eq,z; # 0, para algin j > k, de lo cual ag € E;r;f N Ezzp C E;r;f N Ez;lp =0, lo cual es
absurdo.

Por tanto 0 # eq(2n -+ - 2k2k—1- - 21) = Zn - - €qq(25) - - - 21, para algin jo < k, y eq,(2zj) <
V2, PUES Zp -+ €q0(25) -+ 21 estd en la orbita de vf. Asi, para j # jo, F;;lp N le?f =
0; EEUP N Emf =0, y para el caso jo, como (j, = vy FSUp N Fg;f 2 © FyP N ERt = §; por
hipétesis de mduccuon existe una sucesiéon @ tal que

f&(U{”US) :Cm"'C1Zn"’eocozj"'Zl :ea(Cm”’Clzn"'Zl)

y por tanto £, fz(v"05) = (- Cizn - 21

Teorema 3.2.4. Sean ny > --- > ng > 0 enteros no negativos. Sea
Tlngomy)y = 1111 07"k uph)

la orbita de vi* * --- x Uzk por los operadores f. Entonces m( es igual a los caminos

nlv"wnk)t
31 %32 % - - % 3 que satisfacen:

1) 35 = Cjn; %G1 y cada (i = vj

2) 3j = Cjmy ¥ %G1 =X U 7 para todo j < k.

3) E sup "N Eéﬂil =0 = Fs;f a FCI?LZ para todo 1 < i < mjyq.

Observac10n 3.2.5. La proposicion Junto con el lema [T2.3 demuestra el teorema para
ng = ---ni = 0. El teorema es una consecuencia de la proposicion anterior y usa las misma
técnicas. La demostracion requiere de la siguiente observacion. Si G es de tipo hermitiano y

construimos la sucesion v, ...,vg del teorema[2.0.8 del capitulo anterior, entonces va, ..., UL €s
también la sucesion del teorema [Z10.8 para cierto grupo G' de tipo hermitiano.

z) =

..21)7



3.2. ORBITA DE v;™M % - x v VK 43

Ejemplo 3.2.6. 1. Si G = Sp(n,R) la sucesion (v1,...,v;) = (€1 % €1,...,€, * €,), entonces
(Vg ..., 0k) = (€2 % €2,...,€, % €,) €5 la sucesion del teoremam para G’ Sp(n —1,R)
tomando como raices szmples de g, {e2 — €3,...,€np—1 — €n, 26} y la Unica raiz simple

no compacta de g’ es al,, = 2e,. Entonces, el grafo obtenido en el capitulo 3 para g’ es
isomorfo al subgrafo (reetiquetando las raices) ([anc]j 4y Ag) de ([Oénc]j, Al). Los caminos

v, ..., vp_, corresponden mediante el isomorfismo a va, ..., V. .

2. Si G es localmente isomorfo a EVII, tenemos (v1,va,v3) = (€s —€7,75,7—5). En este caso,
el subgrafo ([anc]jA2=A2> es isomorfo al grafo de G' localmente isomorfo a SO(2,10). Los

caminos vy, vy corresponden mediante el isomorfismo a vz, vs.

Entonces la proposicion y el lema [3.2.9 demuestran que si Cﬂ;j . C{ < wj---v; para
——
n;
ji=23y ESUp N Eén =0 = Sup N me para todo 1 < i < ng, existe una sucesion de raices

simples compactas a, tal que fz (Ug%gs) =C2, (PG,

En general, si las condiciones 1) y 2) del teorema se cumplen para j y j+ 1 y la condicién 3)
se cumple para. j, entonces 3; * 341 < v * vyl

Demostracion del teorema[3.2.4]. Por la condicién 1), para cada j = 1, ..., k; existe una sucesién
5 (DY — 1 = Fe (U™ ) ke B (U = 7
aj tal que fg;(v;7) = 35, entonces 31 % o * -+ * jp = £, (V") -+ -+ £z, (%) Sea s = 37 @]
Por induccién sobre s.

—1 njo

» Sis=1, U;L‘ = 3; salvo para un jp, para el cual fﬁ(vjo)*U;LOjO = f5(v;.°) = 3, para alguna

8 € Il., como 6 € EUJO+1 si jo < k:, entonces Jo =k y v # e, 0, Jo satisface y nj, > njo41;

por lo cual, fﬂ ©(3j,) # 0 pero eg " (3jo41) = eﬁjoﬂ(égoﬂ) = eﬁj‘)“(vnjoﬂ) = 0. (en el

n: 2N .z
case (), hay que reemplazar eﬁJO por e 0 gimilarmente con f) Por construccién de v,

fg(vi) =0sii<joojo+1<i,luego

fﬁ( ?1* *ng)zv?l* *fﬁ( ]O*Uyo]—(ﬁl)*’”*vzk

=31 k32% K3k

= Sean 31,32, ...,k que satisfacen las condiciones 1), 2) y 3), y tales que s+1 = Zj |&;| Dado
que 31%3o%- - -x3p 7# U1 *- - -xv, ¥ afirmamos que existe 5 € I1. tal que eg(31%32%- - -*3) # 6.
En caso tal :

0 # £, (V1) % -~ xep(fy, (0)7) * £5,,, (U111)) - x £z (V%)

= fo?1 (U?l) ¥k ep (fﬁ(U;LJ * U;L:il)) koeeox fo?k (ng)

(3.9)

La dltima igualdad se sigue de la observacién B.25l Sea j; * jj+1 = eg (fﬁ(U;Lj * U;-Lfll)),

entonces 31,...,3;j—1,3j,3j+1,---,3k satisfacen las condiciones 1), 2), 3) y si fgj(vyj) =

3 i1y g
355 f€j+1(Uj+1 ) = 3j+1-
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Entonces s =37, . 51 || + [f| + [Gf[, por hipétesis de induccién
~ n
BLK .. K31 K3 KBl K3k DU R kUL,
luego

31¥30% k3 =eg(31 k.. K351 k3 KB k.. 5k) SO K xRt

De modo que basta ver que existe tal 8. Sea j minimo tal que 3; # U;—Lj. Existe By € 4; (4;
el conjunto del teorema 2.0.8)) tal que eg,(3;) = v;, en particular eg,(3;) # 6. Entonces

960(51*”‘*3j)*(3j+1’”*3k) , 0,

e * ¥ .- % =
50(31 32 3k) {(31**3])*350(3j+1*3k)

el segundo caso en particular implica que eg, (31 %32 % - - - *3x) # 6. En el primer caso, como
Bo € Aj para i < j se tiene que fg (v;) = 0 y por tanto eg, (31 * -+~ *3;) = 31 % - - *x€g,(3;)
esto implica que eg, (31 % - - *3;) # 0 y también eg, (31 * 32 * - - - *3x) # 6, con lo cual queda
probado el teorema.

O

3.3. Férmula del caracter y productos tensoriales

Ahora tenemos todos los ingredientes para expresar la férmula del caracter de S(p*) como
£-moédulo en términos de caminos. En primer lugar, el caracter se descompone como la suma de
los caracteres de las representaciones irreducibles que ocurren en S(p™) y sus multiplicidades.
Por el teorema de Schmid (teorema [[.2.6]) los pesos maximos en la cdmara dominate Ck de
dichas representaciones son exactamente los elementos de la forma njvy (1) + - - - +ngve(l) con k
el rango real de G y n1 > --- > ny > 0 enteros; y todas las representaciones irreducibles ocurren
con multiplicidad 1. Entonces

ChCLT(S(p+>) = Z Char(vnun(l)-l----—l—nkuk(1))' (310)
ny>-2ng>0
n;EZ
Por la férmula del caracter de Littelmann (teorema [LI.9), si m(;,, . n,) €s un camino cuya
imagen estd contenida en C, con peso njvi(1)+-- -+ ngri(1) entonces el caracter del ¢-médulo
Vv (D) tnpi (1) €ON peso maximo nyv(1) + - - - + ngrg(1) es igual a:

Oh‘ar(anul(1)+"'+’nkljk(1)) = @ eT(l)‘ (311)

Por el teorema [Z0.8] el camino v} - - - x v * satisface estas condiciones; por tanto, definiendo
e nl DY nk
Tng,my) 1= V10 % k00 sea

Bk = U T(ny,...,np) s

ny > >np>0 a
n;EZ
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combinando B.IT]y B.I0I se sigue que:

Char(S(pt)) = @ . (3.12)

TEB}

el teorema [3.2.4] calcula cada conjunto 7, . ). como los caminos ¢t LRk i * (32 ceex

k)=
2 k k : : -
G * -+ *Cn o+ x (T que satisfacen:

1) Para todo 1, j, Cij € ape<; es decir, ape = Cij <.
2) Cij =< Cij_l para todo j < k; 1 <i < mnj.

3) E;}lp N Eéf;il =0= FZ_IP N Fgﬂfrl para todo 1 <7 < njyq.

Ahora, sea 7 un peso entero dominante respecto a C', sea 7, un camino con imagen contenida
en Ck y peso 1. Por el teorema[[.T.I0el producto tensorial de V;, con S(p™) tiene descomposicién
en suma directa de £—mddulos irreducibles de la forma:

V, @ S(™) = @ Vi, 1)) (3.13)

donde la suma es tomada sobre todos los 7 € By, tales que m, * 7 es un camino con imagen
contenida en Ck. Analizaremos condiciones necesarias y suficientes para asegurar (m, * 7)(t) €
Ck.

Sea

=G ke k(xR k(TR x k(L (3.14)

Para t € [0,1], (m, x 7)(t) = my(¢(t)), o bien, (m, * 7)(t) = m,(1) + 7(¢o(t)) para una cierta
funcién biyectiva 0 < ¢o(t) < 1 creciente (ver observacién en pagina[3). Como m,(t) € Ck, basta
considerar el caso m,(1) + 7(do(t)).

Lema 3.3.1. Sea 7 € By, escrito en la forma (3.14).

a) Si G no es localmente isomorfo a SO(2,2n+1). (7, *x7)(t) € Ck, para todo t € [0,1] si
y solo si para todo s < k y todo 1 <1 < ngyq se satisface:

s Ny 1

n+ > 2 M+ > ¢ e k.

j=1i=1 i=l+1

b) Si G es localmente isomorfo a SO(2,2n + 1) (m, x 7)(t) € Ck, para todo t € [0,1] si y
solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

= Para todo s < k y todo 1 <1 < ngyq,

s Ny l

YN dW+ > ¢t e Ok

j=1 i=1 i=l+1
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= S ClsH =99 pero Cf:ll % 7 entonces

s Ny l
n+ > > M+ > ¢t e (Cr)

j=1i=1 i=1+1
donde (Ck)° denota el interior de Ck
La segunda condicién evita los casos del tipon =€1;7 = v = %(60 —€p) % % (eo +¢€,). Entonces
((nx7)(1/2+1/8), a7} = (e1(1) + 5 (€0 — €n)(1/2),26n) = —1, pero (1 %) (1), o) = 0.
Para probar el lema necesitamos previamente la siguiente observacion: si ¢ € [va,,.]< v o € I,
de la construccién de cada ¢ se verifica que si hy(t) := (((t),@") entonces hq(t) > 0 para toda ¢,

o bien hy(t) < 0 para toda t. Ademas, si h,(t) < 0, entonces h,, es una funcién lineal decreciente,
salvo en el caso G = SO(2,2n + 1) cuando ¢ = 7, en este caso —1 < h(t) < 0.

Demostracion. Para algin s < k y algin 1 <1 < ngyq

) =L M)+ ) + (D) + -+ G + G (s (1))

Sk et 3.15
SIS EM 4 S ) G (Gt (3.15)
j=11i=1 i=I+1

con 0 < ¢sp1,(t) < 1, cierta funcién biyectiva. Entonces es claro que si m,(1) + 7(¢o(t)) € Ck
para toda t, en particular para todo « € Il. deben valer la condiciones:

s Ny !
M+ D> W+ D ¢t ),e)y =0 (3.16)
j=1i=1 i=l+1
s My . l
M+ D M+ D T O+ ¢T),eY) =0 (3.17)
j=1i=1 i=l+1

Queremos probar que bajo estds hipdtesis también se tiene que:

l

s nNj
MDD AW+ D ETHD) + G (Bsr1a(1),0Y) > 0.
j=1i=1 i=l+1

En efecto, fijada «, si <§f+1(t),ozv> > 0 para todo ¢, por no hay nada que probar. Por
otro lado, si (¢ +1(t), aV) < 0 para todo ¢, entonces por la construccién de cada ¢, exceptuando
el caso SO(2,2n+1), (=7, la funcién h(t) := <§f+1(t), aV) es lineal y decreciente. Por tanto
ha(pst1,(t)) < ha(l) <0y por y BT se sigue nuestra afirmacién.

SiG=50(2,2n+1)y Cf“(t) = 79, dado que cada  es un camino cuyo peso es una raiz
no compacta, el lado izquierdo de es entero y por tanto mayor o igual a 1; pero hy(t) > —1
por lo tanto se sigue .17 O

Finalmente tenemos el teorema, para enunciarlo con fines pedagdgicos, recordaremos el marco
general: Sea G' un grupo de Lie simple, K C G un subgrupo compacto maximal tal que G/K
admite estructura hermitiana, ¥ = Rango Real (G). Sea T' C K un toro maximal de K y t
su 4dlgebra de Lie complexificada. Sea g = €@ p la descomposicién de Cartan y p = p+ @ p~
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la descomposicién de p en €—modulos irreducibles. Sea @7 (g,t) un sistema de raices positivo
de ®(g,t) dada por una subdlgebra de Borel b de modo que p™ = bNp, entonces respecto a
®T(g,t) todas las raices simples excepto una son compactas. Sea ®T(€,t) = ®(€,t) N DT (g,1).
Notemos por ay. la tinica raiz simple no compacta y por Cq, Ck las camaras de Weyl asociadas
a ®T(g,t), d1 (£, t) respectivamente.

Teorema 3.3.2. Sean (my,, H1), (m),, H2) dos series discretas holomorfas de G con pardmetros
de Harish-Chandra A1, Ao y K-tipos minimales A1, Ay respectivamente, tales que \; € Cq.

Sean € Ck, y sea P, el conjunto de los caminos T € By, tales que si 7 = C}Ll * ..ok (Fx (22 *
ok x Cf € T(ny,...np)s» Para cada 0 < s <k y cada 1 <1 < ngsiq se tiene

s Ny l
n + Z Z Cgbj-i-l—i(]‘) + Z Crsl;:ll_i_l_i(l) S CK
i=1

j=1i=1
FEntonces
Hi® Hy = @ m(n, A1, Ao)H (n +7(1))
[7,A1®A2]#0
TEP,

donde m(n, A1, \2) = {m € R(A1,As) | n =m(1)}, el conjunto R es el definido en el teorema
y H(u) es la serie discreta holomorfa con K -tipo minimal p.

Demostracion. La férmula de Jakobsen y Vergne del teorema [1.2.5] concluye:

Hy® Hy = @ In, A1 © M) H (7, @ S(p™)) (3.18)
neit*

el lema previo junto con la férmula [3.13] concluye que el producto tensorial de 7, ® S (pT), es
precisamente la suma directa de los elementos de a forma n + 7(1), con 7 € P,. Finalmente,
el teorema de descomposiciéon de producto tensorial de Littelmann aplicado al caso Vi, ® Va,
concluye que: [, A1 ® Ag] = m(n, A1, A2) O
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Capitulo 4

Calculo de Py

Sean w1, ...,wy los pesos fundamentales correspondientes a las raices simples Il.; en el caso
SU(p, q) tomamos w;, wy+; tales que (w;, o) = diigs (Wpj, ) = djjo; (Wi, BY) = (Wpjr ) =
0. Sea £ € t* tal que el centro de ¢ actia en cada representacion irreducible de € por un multiplo
de £. La numeracién dada w1,...,wy en el caso EIII no es la numeracién dada por Bourbaki
usualmente para un conjunto de raices simples del grupo ¢, £ = s0(10) @ ¢, con ¢ el centro de &.
La numeracién del diagrama de Dynkin de £ es la misma del diagrama de g eliminando el vértice
cuya raiz es no compacta; asi, en el capitulo 2 numeramos:

@2 @2

o o
® - O—m O — O —]—O0 » O0O—— O — O —O
[e 73 as e 71 as aq as e 71 as aq

mientras que la numeracién usual para el diagrama de Dynkin de tipo D5 es

Q
O

O— O — O — O .,
ay as s aq

esperamos que esto no genere confusion.

Una importante propiedad de los pesos de los caminos ¢ < [an] < es la siguiente: si g, ag € 11,
son las raices tales que eq,(¢) # 6 para i = 1,2 (posiblemente solo hay una de tales raices), y
ag, oy € Il son tales que f,;(¢) # ¢ para j = 3, 4, entonces podemos elegir £ tal que (1) +a; +
ay —ag — oy =& Més atn, si ¢/ < [apc] es otro camino y o), o, af, oy se definen similarmente
entonces ('(1) + o + oy — oy — o/, = €. La prueba de este hecho se hace por cdlculo directo en
cada caso, verificando las tablas y AT

Para « € 11, definimos los conjuntos:

[ae = {1 € [omc]< [ ealp) # 0}, [ale = {1 € [and< | falp) # 0}
Por ejemplo, en el caso Sp(n,R), [ile = {7Vji+1, Vi+1,}i<it1<j, mientras que [o;]e = {74, Vi Hi<it1<j-

Los conjuntos [a]e, [a]f, son totalmente ordenados respecto a <.
Entonces

49
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ws é“
Sp(n,R) €1+"'+5i_%(€1+"'+6n) %(€1+"'+6n)
e1+--+e¢ iFn—1n €0
SO(2,2n) R prr——
wp=3(e14+ - +€)
SO(2,2n + 1) et +e¢ 1#n €0
wn = g€+ +€n)
SO*(2n) €1t e — e+ +ep) %(€1+"'+6n)
SU(p’q) wi:El+”'+€i—%(61+'”+€p) %(Ep+1+"'+5p+q)_%(€1+'~'+5p)
Wptj = €p+1 + +€p+j—%(€p+1+-~~+ep+q)

Cuadro 4.1: Pesos fundamentales de £ y accién del centro £ para grupos clésicos

FEIIT w1 :%(68_67_56_55)
wy=t(es —€r — €6 —€5) + 3(cat+es+ea+er)
ws = 3(es —€7 — €6 — €5+ €4+ €3+ €2 — €1) sles—er—ec —€s) + e

wi = 3(es — €7 — €6 —€5) + €4+ €3
ws = 1(es — €7 — €6 — €5) + €4
EVII w1 = 2(es — €7 — €6)
wy=2(es —€r —€) + 1(es+eat+es+eater) L(es — €7 — €) + €
ws=3(es—€er —€s) + 2(es +ea+e3+e2—en)
wa = (es — €7 —€6) + €5 + €1 + €3
W5:%(68_67_66)+65+64

we = 3(€s — €7 — €6) + €5

1=

ut

Cuadro 4.2: Pesos fundamentales de £ y accién del centro £ para grupos excepcionales

1 si ¢ € [a]g \ [ale
(€1),a") =4 -1 si ¢ € [ofe \ [off (4.1)
0 en otro caso.

Sin =3 ciw; + BE, sea my(t) = wi * - x wif % By sea 7 = 31 %30 % --- * 3, € By, con
3j = Cjn, * - -+ % Cj1 como en el teorema [3.2.4l Sea

h.g;l = (77(1) + Cl,ml(]‘) + -+ 4']71(1)7 OZ\/>-
Por ([I]) se sigue que

hgl = <77(1)704v> + #({CJ,S € [a]f |j <r, o, j=m, CT',S = C’r,l}) - #({CJJ € [Oé]e |J <r, o0, j=r, CT',S = Chl})
= Ca + #({ijs € [a]f | j<r,0,j= Tvyvgr,s = C’r“,l}) - #({C],z € [a]e |J <r 0,j= TyZJyCr,s = Cr,l})-

Si « estd fijo, por el lema B.3.1] para asegurar que ((m, * 7)(t),a") > 0 para todo t, basta
ver que para todo [, 7, hi > 0, en el caso G = SO(2,2n + 1), a = a, la desigualdad debe ser
estricta si (j; = o.

El conjunto de desigualdades hg L > 0 determina P,, sin embargo, veamos que podemos omitir
algunas de estas desigualdades. Para esto, sea M, = {1 € [a]e | si ea(u) # 6, a = a}.



o1

Como comentario al margen cabe destacar que cada M, tiene a lo méas cuatro elementos, este
cardinal estd relacionado con los coeficientes de la rafz maxima de ®*(g,t) escrita como suma

de raices simples, de este hecho no haremos ningin comentario ni uso posterior.
Dado p € My, para cada r, si | < n, es el minimo tal que ¢,; < g (o en otras palabras, ¢,

es el maximo de los ¢, ; con el orden = que satisface ¢;; < 1), entonces hg’l > 0 es equivalente a:

ca 2 #{Gs €lale |7 <m0, 5 =7GCs Zu}) —#({Ga €lale |7 <7, 0,5 =7,(rs Zu}). (42)

Por otro lado, fijando nuevamente r, si [ es tal que existen lo # Iy g € Mgy con pg 2 Gy 3
Grlo = 1 si poto > 0, entonces Rot > Rt >,

Asi, las desigualdades de (4.2]), dan condiciones necesarias y suficientes para que 7 € P,.

Este conjunto de desigualdades méas que una férmula puede interpretarse como un algoritmo que
determina, dado el peso n y el camino 7, si 7 € P,,.

Ejemplo 4.0.3. 1. Sea G = SO(2,8), tomemos n = 10w; + 17w + 1dws + 3wy + 30¢ (ver
[41), sea
7 =217 237 4107180272
por el teorema T € By. Representemos T en el grafo obtenido en el capitulo dos,
mediante

9 6 2 1 1 10 6 4 5
3

los conjuntos mencionados anteriormente para este caso son:

M, = [aile = {vit1,7-i} [aa]e = {v—(iv1), i}, siiF#4,
Ma4 = [Oﬁ4]e - {7077—4}7 [a4]f - {’Yn/.YO}

Para oy, entonces

10-9>0, 10-9+6-4>0, 10-9+6—-4+5-32>0

Para a9

17-6>0, 17—-6+2—-62>0
Para asg

14—-2>0, 14—-2+1-10>0
Para oy

3 — 1> 0( condicion especial sobre ay)

Este conjunto de desigualdades concluyen que T € P, luego

nl)+7(1)=(10-94+6—-44+5—-3)w; + (17T—6+2 —6 + 4)wa+
+(14-241-104+6)ws+ (3— 1+ 10)wy
+(B30+9+6+2+1+1+10+6+4+5+ 3)¢.
= 2wy + 1lwsg + Yws + 12wy + T7E
es un peso mdrimo de V; ® S(p™). Si cambiamos en T ’yg por ’y§4 es claro que para oo
17-6>0, 17—-6+2—14<0,

luego T & P,,.
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2. Sea G = Sp(4,R), sea n = 15wy + bws + 8wz + 2&,

_ A 9 4 2
T = 73,373,272,271,174,474,272,273,3-

e
[ |- E

en este caso My, = {7i;} y las desigualdades de [{L2)) se traducen en este caso en: para o

15— (14+9)>0, 15—(149)+4—(141)>0,

para g
5—-4>0, 5-441+1-12>20

para o
8§—22>0

Asi que T € P,



Parte 11

Restriccion de series discretas
cuaternionicas o pequenas
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Capitulo 5

Introduccion

Sea G(C) un grupo de Lie reductivo conexo complejo, simplemente conexo sobre C, con
algebra de Lie g, de la clasificacion de las formas reales, se tiene que existe una forma real G de
G(C) tal que, si K es un subgrupo compacto maximal de G, la variedad homogénea G/ K admite
una estructura cuaternionica.

Wallach en [Wal03] demostré que si G no es de tipo C), existe un subgrupo H C G localmente
isomorfo a SU(2,1). Por tanto podemos considerar la restricciéon de una serie discreta, 7T>C\;, de
G a H. Si el parametro de Harish-Chandra A de ﬂ)? se toma en la camara de Weyl que llama-
mos camara cuaterniénica, ﬂf tiene restriccion admisible a H por consiguiente los parametros
de Harish-Chandra p de H que contribuyen a la restriccién (salvo conjugacién por el subgrupo
compacto maximal de H) pertenecen a tres posibles cAmaras Weyl de H, dos de dichas camaras
determinan series discretas holomorfas. Nuestro interés se centra en demostrar que los pardme-
tros de H que aparecen en la restriccion pertenecen a la cadmara de Weyl cuyas raices simples
son no compactas. Para esto analizaremos en primer lugar los posibles parametros de Harish-
Chandra H, luego enunciaremos y demostraremos el teorema correspondiente para finalizar con
una aplicacién a la restriccién de series discretas cuaterniénicas del grupo SU(2, q) al subgrupo
SU(2,p), con p < q.

La motivacién del trabajo surge del trabajo base construido por Jaboksen y Vergne para
series discretas holomorfas. En él Jakobsen y Vergne prueban que si 7 es una serie discreta
holomorfa de G, y H es un grupo de Lie con subgrupo compacto maximal L tal que H/L admite
estructura compleja y la inmersiéon H/L — G/K es holomorfa, entonces la restricciéon a H de 7
es admisible y se descompone discretamente en series discretas holomorfas de H. Este resultado
se interpreta en términos de las cdmaras de ®(g,t) y ®(h,h N t) del siguiente modo: G es la forma
real de un grupo lineal complejo G(C) con algebra de Lie Lie(G) := g asociada a un diagrama
de Vogan, de modo que de las raices simples, solamente una es no compacta (= coloreada) y
con multiplicidad uno en la raiz maxima. Este diagrama determina sistemas de raices positivos
de ®(g,t) y ®(¢,t) y cdmaras de Weyl Cq,Cx de G y, K. Entonces bajo esta eleccién una serie
discreta es holomorfa si es la serie discreta asociada a un parametro de Harish-Chandra A, en la
camara de Weyl Cg.

Si tomamos un sistema de raices positivo de H compatible con el sistema de raices positivo
de G, sea Cy la cAmara de Weyl de H asociada a este sistema. Entonces la representacion 7 | g
se descompone en suma directa de series discretas de H de modo que cada factor irreducible en
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la suma tiene parametros de Harish-Chandra de H que pertenece a Cp.

Esta pregunta se extiende a nuestro caso; a saber, si G es un grupo de Lie tal que G/K
admite una estructura cuaterniénica y sea H un subgrupo de G tal que H/L también admite
estructura cuaterniénica. El grupo G se define como la forma real de G(C) asociada a partir de
cierto diagrama de Vogan. Dicho diagrama determina un sistema de raices positivo de ®(g, t)
y una camara C la que llamamos cuaterniénica. Los pardmetros de Harish-Chandra en dicha
camara determinan series discretas de G, las series discretas con parametros en esta camara son
las series discreta de interés en el presente trabajo. Sin embargo no todas las series discretas de G
tienen parametros de Harish-Chandra asociados a dicha cdmara, y asi mismo, no todas las series
discretas de H tienen parametros de Harish-Chandra asociados a la cdmara cuaterniénica de H.
Por tanto, cabe preguntarse, si m es una serie discreta de G con parametro de Harish-Chandra en
la cdmara cuaternidénica la restriccion a H de ) se descompone en series discretas de H entonces
LA qué camaras de H pertenecen los pardametros de Harish-Chandra de H que ocurren en la
restriccion de ) 7. Nuestro desarrollo responde esta pregunta en el ejemplo mas simple, esto es, la
restriccién de G a (un subgrupo localmente isomorfo a) SU(2,1). En este caso SU(2,1)/L admite
estructura cuaternionica e igualmente estructura holomorfa y las series discretas no holomorfas
de SU(2,1) tienen parametros de Harish-Chandra en la cAmara cuaternidnica.

La exposicién de esta parte estd organizada del siguiente modo: el capitulo 6 desarrolla la
teoria de pardmetros de Harish-Chandra y L—tipos para H ~ SU(2,1), el objetivo es entender
la forma de los posibles parametros de Harish-Chandra, lo cual es utilizado para el analisis de
la restriccion de series discretas de G a H. El capitulo 7 empieza estudiando la citada férmula
de Duflo y Vargas para posteriormente aplicarla al caso que nos interesa. La seccién 7,2 estudia
entonces la restricciéon que hemos mencionado y en ella demostramos el teorema[Bly la proposicién
caso por caso, cada subseccién contiene la proposicién y el teorema para el caso dado. La secciéon
7.3 estudia la restriccién del par H = SU(2,p) a G = SU(2, q), en este caso se obtiene un teorema
y una proposicion analogos a y . Este caso presenta una interesante técnica de restriccién sugerida
por Duflo y Vargas, la cual consiste en restringir a un subgrupo de H con el mismo rango de H
y luego “levantar ” la multiplicidad a H.

Por tdltimo el capitulo 8 da los elementos necesarios para enunciar la féormula de Gross y
Wallach para series discretas pequenas e intenta deducir dicha formula a partir de la formula de
Duflo y Vargas, lo que se encuentra en este caso es que al deducir la formula la suma dada por
Gross y Wallach se puede reducir la cantidad de sumandos.



Capitulo 6

Parametros de Harish-Chandra de
representaciones irreducibles de
cuadrado integrable de SU(2,1) y sus
L-tipos

Sea H = SU(2,1), sea L C H subgrupo compacto maximal, con toro maximal U C L, por
tanto U es un subgrupo de Cartan compacto en H. Sea ug el dlgebra de Lie de U. El conjunto
de raices de u en b es: ¢(h,u) = {£aq, tay, =8}, con +aq, tay raices no compactas, +0 raices
compactas; elegidas de tal modo que satisfacen oy + as = 3, y {a1,8Y) = {(az,8Y) = 1, con

BY = ﬁﬁ. Si tomamos el sistema positivo de ®* (I, u) tal que 3 es positiva, los sistemas de

raices positivos de ®(h,u) que contienen a ®*([,u), es decir, tal que 3 € ¢T(h,u), estdn dados
por

¢H = {Bv —042,041} g _32

[ ol 4 (6.1)
¢a ={—a1,b,a2} o 0
¢q = {o, az, B} ‘. o

Las cdmaras relativas a ¢, ¢4, g las llamaremos holomorfa, antiholomorfa y cuaterniénica
respectivamente y las denotaremos por Cy,Cy, Cg respectivamente. Un pardmetro de Harish-
Chandra, T € iuf, de h determina un sistema de raices positivo @7, si ademds (7, 3) > 0, 1 es
alguno de los sistemas ¢, ¢4, ¢g y T es de la forma

T = CIAI + CQA;, Cc1,C2 € Z>0,

donde los pesos fundamentales A7 en cada sistema estan dados respectivamente por:

AT A3

ou | 1/3(8+a1) | 1/3(—az+a1)
da | 1/3(—a1 +a2) | 1/3(8 + a2)
o | 1/3(aq +B) 1/3(az + B)

o7
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Sean p., p;, la semisuma de las raices positivas compactas y no compactas respectivamente en
@7, el teorema del tipo minimal de Schmid [Sch75] asegura que los L-tipos de 2 son de la forma
pw=rT1—p.+pl+9, con S suma de raices no compactas positivas en ®;. Sea P, la funcién
particién relativa a las raices no compactas en ®, la férmula de Blattner permite calcular la
multiplicidad de los L tipos, i, de 7 mediante la expresion

m(r,p) = Y e(w)Pa(w(p+ pe) = (7 + pn)) (6.3)
weWgk

Dado que las raices no compactas en ®F forman un conjunto linealmente independiente se sigue
que P, < 1; més atn, en este caso Wx = {1, S5} luego la suma queda reducida a dos sumandos

Po((p+ pe) = (T4 pn)) — Pa(Sp(p + p2) — (7 + pp)) (6.4)
el primer sumando es igual a 1, pues p =7 — p.+ pj, + .5, y S, es suma de raices positivas en
®F. Por tanto, m(7, ) # 0 si y solo si

Po(S =+ pe, B)B) = Pu(Sp(p+ pe) — (T +pp)) = 0.

» SiT = cAT+cAS € Cw; p+pe = cl%(ﬂ—kal)—i-c%(—042—1—041)—#%(—a2+a1)+Aa1+B(—a2),
en consecuencia S — (u+ pe, BY)8 = (A—(c1 + A= B))ay + (B+c¢1 + A— B)(—ag) =
(B—c1)ag+ (c1+ A)(—az), esta ultima expresion es suma de raices no compactas positivas
((¢pm)}F = {a1,—as}) si y solo si B—c¢; > 0y en este caso m(r,u) = 0. Por lo tanto
m(7,pu) # 0 siy solo si B—¢; <0, en cuyo caso m(7, 1) = 1. Dado que en esta cdmara

—pc+p;, = —%B—i— %(—ag +a1) = aq, del andlisis anterior se sigue que 0 # m(7, 1) si y solo
sip=c13(B+ a1) + cat(—as + 1) + o1 + Aay + B(—ap) satisface B < ¢1; A, B € Zxg
(n,8Y) =20

» Un tratamiento andlogo para el caso 7 = c1A] + oA} € C4 permite concluir que 0 #
m(r,p) si y solo si p = c13(—ay + ) + 22 (B + a2) + az + Aas + B(—aq) satisface
B<c; ABe ZZO

» SiT=cAT+A] € Co; ptpe = c13(on +B) + ot (az+ B) + (o + az) + Aoy + Bas, en
consecuencia S—(u+pe, V)8 = (A—(c1+co+1+A+B))ar1+(B—(ci+ca+1+ A+ B))ag =
—(c1+ca+1+A)as+ —(c1 +c2+ 1+ A))ag, por tanto, el segundo sumando de (6.4) es
siempre cero, luego m(, 1) = 1 para todo p de la forma p = c13(oq + B8) + c2i (a2 + B) +
Aoq + Bag; A,B € L,

La subélgebra [ se descompone como | = CHy, ®CH,, @9p®9-5 = C(Ho, —Ha,) DC(Ha, +
Ha2)®gﬁ®g—ﬁ' Dado que 5V(Ha1 _Haz) = BV(HOQ ) _5V(Ha2) = <5V’ 041> - <va 042> =1-1=0,
el centro de [ tiene por base {H,, — Hq, }, asi mismo una base de uN g es {Hy, + Hy, }. Si € =
1/6(aq — a2) entonces el centro de [ actiia en cada representacién irreducible de [ por un miltiplo
de ¢, y la parte semisimple {H,, + H,,} actia por multiplo entero del peso fundamental de I,
w = 1/2p. Por lo anterior, los pesos de L en la cdmara son de la forma v = nw+m¢. Considerando
la tabla (anterior), los pardmetros de Harish-Chandra de representaciones irreducibles de L que
ocurren en ﬂg AT teahy S€ describen del siguiente modo:

L tipos (A, B € Z>q) L-tipo en la forma nw 4+ m§

¢g | B<c | ahi+c2he+o1 + Ao+ B(—a2) | (aa +A+1—-B)w+ (c1 +2c2+34+3+3B)¢
da B < co c1\1 +02A2+052+A052+B(—041) (02+A+1—B)w—(201+CQ+3A+3+3B)§
1018 ciA1 + coAs + Aaq + Bao (1 +A4+c2+B)w+ (c1 +3A—c2 —3B)¢




Capitulo 7

Formula de Duflo y Vargas y sus
aplicaciones

7.1. Foérmula de Duflo y Vargas

En esta seccién explicamos la férmula dada por Duflo y Vargas [DV10], la cual es eje prin-
cipal para nuestros resultados. Sea GG un grupo semisimple, H C G un subgrupo de Lie cerrado
conexo semisimple, y sea K C G un subgrupo compacto maximal y suponemos que K N H es un
subgrupo compacto maximal de H. Sea T' C K un toro maximal de K, dado que nuestro interés
se centra en estudiar representaciones de cuadrado integrable, un teorema de Harish-Chandra
asegura que una condicién necesaria para que G tenga representaciones de cuadrado integrable
no nulas es que Rango (G) = Rango (K), por tanto asumiremos esta condicién y una similar
sobre H, K N H. Asi, T (resp. T'N H) es un subgrupo de Cartan compacto de G (resp. H) y t
(resp. tN h) una subdlgebra de Cartan de g (resp. h). Sean L = KN H, U = TN H, y tome-
mos los sistemas de raices ®(g,t), ®(h,u). Tomemos un sistema positivo ®*(g,t) de ®(g,t). Sea
U, = ®T(g,t)\ ®(Lt) las raices no compactas positivas del sistema de raices elegido (cambiamos
la notacién de los capitulos anteriores de ®,(g,t) a ¥, con el fin de enunciar el teorema de
Duflo-Vargas en los mismos términos del articulo original [DV10]).

Recordemos que ¢, : t* — (tNh)" denota la aplicacién restriccién; sea ®(&,t) = {a €
D (8, t) | qu(a) = 0}, sea W el subgrupo de Wi generado por las reflexiones dadas por las raices
en ®(&,t); tomemos un conjunto de representantes W[% de W, \ W, el conjunto de las coclases
de accién a derecha de Wy sobre Wi .

La representacién adjunta de € restringuida a [, induce una representacién en el cociente
[ — gl(¢/1). El conjunto de pesos de esta representaciéon (respecto a la subalgebra de Borel u)
estd dado por ®(8/[,u) := g, (®(e, ) \ ®(&,t)) \ (I, u). Sea A(E/I,u) un subconjunto de (¢/I,u)
tal que A(/l,u) es la interseccién de ®(¢£/[,u) con un semiplano abierto.
Teorema 7.1.1. Sea S = A(t/[,u) U (qu(w¥,)\ ®(h,u)). Supongamos que para cada w € Wi,
SI es un multiconjunto estricto; es decir, S estd contenido en un semiplano abierto. Entonces

7 | se descompone discretamente en series discretas de H, y para cada serie discreta de o de
H, m(my,0) < 00.

Cuando 7y, satisface la condiciéon m(my, o) < 0o, para toda serie discreta o de H, se dice que
la serie discreta, 7y, es admisible a H. La condicién impuesta sobre los multiconjuntos Sg es

59
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relativa a la eleccién del sistema positivo A(¢/[,u) y el subgrupo compacto maximal L de H.
Para « € it{, sea 0, la distribucién delta de Dirac centrada en ~y; para v # 0, sea

y'y = 0 1 .

nzz:(] <2+n)fy
Para un subconjunto finito estricto con multiplicidades A = {a1,a2,...,ar} C it§ definimos
Ya = Yqy *Ygy ¥ *Yq, , siendo * la convolucién de medidas. En esta definicién algunos de los a;
pueden ser iguales; mas ain, si a € A tiene multiplicidad r (i.e., existen exactamente r, a; tales
que a; = a) entonces

- n+r—1
ya*...*ya:.ya_7§)< S )5(%_'_”)[1

T

puesto que Y, * - -+ * Y, =: Yl = znzo[n]r(s(%“b)y, siendo [n],. el nimero de veces que aparece
—_—

T
) en el producto de la convolucidn; esto es, [n], es el nimero de formas de escribir n como

6( )

suma de 7 enteros no negativos. Por lo tanto [n], = ( p

Sean (my, Vi), (04, V),) series discretas de G y H con pardmetros de Harish-Chandra A y pu
respectivamente y notemos m(my,0,) = dimhompg (V,, V) |x) la multiplicidad de o, en 7y como
H médulo.

Teorema 7.1.2 (Férmula de Restriccion de Duflo Vargas). Sea A un pardmetro de Harish-
Chandra de G, supongamos que para cada w € Wy, SH es un multiconjunto contenido en
un hiperplano abierto de iuj. Sea mHt (), ) :iw* — R la funcion que satisface la igualdad de
distribuciones:

Somf N wd= D e(w)m(wA)dg, ) * Ysu (7.1)

~ 2
e weWg

la funcion mf(\,-) es antisimétrica respecto al grupo de Weyl de L, es decir m™ (\, pu) =
e(w)ymf (X, wp) para todo w € Wy,. Entonces si u es un pardmetro de Harish-Chandra de H,
mH (A, 1) = m(my, 0,).

Mds ain, mH()\,,u) # 0 implica que p es un pardmetro de Harish-Chandra de H.

7.2. Restriccién al subgrupo localmente isomorfo a SU(2,1)

7.2.1. Caso G(C) de tipo A,, G = SU(2,q).

Sea G(C) de tipo A,, entonces G ~ SU(2,q), K := S(U(2) x U(q)), yseaT C K C G un
toro maximal de K, por tanto T' es un subgrupo de Cartan compacto de G. Notemos por ty al
algebra de lie de T y su complexificacién por t (similarmente escribiremos €, €, g, go, etc). Sea

(g, t) el sistema de raices de g respecto a t. Sea {€1,01,...,0,, €2} una base ortogonal de RI*2,
Identificamos a it = {v € R1*2 | (v,61 + 61 + - + d2 + €2) = 0}
Para el sistema de raices simples II := {e; — 1,01 —d2,...,0; —0it1,...,0,— €2} consideremos

el diagrama de Vogan con raices compactas (no coloreadas) {0; —d;+1}1<i<q y raices no compactas
(coloreadas) {e; — 01,94 — €2},
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S 52—53 o o bq—1—04
[} O

01—02
o

6g—€2
[ ]

Esta eleccién determina sistemas positivos ®1(€,t), @1 (g,t) de ®(€,t), y ®(g,t) compatibles.
Sean ¥,, = ®(g, t) \ ®(&,t) las raices no compactas, y U, = ®* (g, t)N¥,, las raices no compactas
positivas; entonces:

®(g,t) = {£(e1 — 6i), £(6 — 65), £(8; — €2), £(e1 — €2) hi<icj<q
DT (g, t) = {e1 — 0,0 — 05,0 — €2, 61 — e2}1<icj<q
D(e,t) = {£(d; — §;), £(e1 — €2) hi<icj<q
ST (e, t) = {0 — dj, 1 — 2 h1<icizg
{

Dado « € it} sea H, € ity tal que o(H) = (H,, H) para todo H € ity; entonces el conjunto
{He,—s,, Hs,—e, YU{Hs, 5, , }1<i<j<q forma una base para ity. Para a € ®(g,t), sean X,, X 4 € g
tales que {X,, X_q, H,} forman una sly tripla y X, = X_, donde X denota la conjugacién de
X € g con respecto a gg .

Consideremos el subgrupo localmente isomorfo a SU(2,1) contenido en G de la siguiente
forma. Sea 8 = €1 — e la raiz maxima de g relativo al sistema positivo elegido, y sea ag = €1 —61 €
®T(g,t) una raiz simple tal que (3, ap) > 0. Tomemos hy la subdlgebra de gy ”"generada” " por
las raices aq, 8 — ag; esto es, sea

h:= (CHaO + CHﬁ—ao D (CXao D (CXB_QO D (CXB D (CX—ao D (CX—(ﬁ—ao) D (CX_ﬁ;

h es una subalgebra de g; si hp := h N go C go entonces es by es una subalgebra de gg isomorfa a
su(2,1) con complexificacién b.

Sea H el subgrupo conexo de G con algebra de Lie hy. Entonces H es localmente isomorfo
a SU(2,1). Més ain, si L= KNH, U =TnNH, entonces U es un toro maximal de L; L es
un subgrupo compacto maximal de H y también U es un subgrupo de Cartan compacto de H.
Con esta notacién, iug = RH¢,_5, & RHs,_.,. Consideremos la restriccién g, : t* — u*, de este
modo podemos expresar los sistemas de raices de b, [ en términos de las raices de g y £ mediante:

®(h,u) = {£quler — 1), £qu(01 — €2), £qu(e1 — €2)}
Las raices compactas de h son
(I)([, u) = {:l:qu(el — 62)}
Sea ©(&) = {a € ®(&,1) | qu(ar) = 0} = {£(6; — J;) }a<icj<q
@(E/L u) = QU(q)(Evt) ~ q>(£)) N (I)([’ u)
= qu ({£(e1 — €2), £(0; — 6j) h<icj<g N {£(0i = ) ba<icj<q) N {E(quler — €2))}
= {£qu(01 = §;) }o<j<q
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Notemos por Wy el subgrupo de Wi generado por las raices de ®(£), K se descompone como
producto de dos grupos simples y su centro, K = K, x Kox Z, siendo K, ~ SU(q), Ko ~ SU(2)
y Zk el centro de K.

El subgrupo W7 actia sobre Wy, por multiplicacién a derecha. Sea {wr,...,wy—1} un con-
junto de representantes de Wz \ Wg,. Dado que los elementos de Wy permutan las raices
de K,, entonces un conjunto de representantes de Wy \ Wi es de la forma {w;, Ssw;} con
B :=¢€ —e, i =1,...,q — 1, por tanto, usando la barra para indicar la restricciéon a u, para
cada w; se tiene:

Sur + = Qu(w ) ~ (h,u) UA(E/Lu)

it

={e1 — 05,05 —€2,01 — 0 }a<i<q
- {aa_—6275_1}7

En la dltima igualdad cada elemento aparece g — 1 veces repetido. Similarmente,
SH = u(Spwn¥y) < Db, u) UA(E/L, )
:{55(61 —5j),55(5j—62),51 —5]'} w; € W]%q.

Si A € t es un pardmetro de Harish-Chandra de G en la cdmara determinada por @ (g, t).
La descomposicién K = SU(2) x SU(q) x Zk genera una descomposicién

t=tNsu(2) +tNsu(q) +tNéx

cada sumando es una subalgebra toral maximal en el sumando de ¢ que lo contiene. Por tanto,
A se escribe como A = Ag + A + Az con A\ € (tNsu(2))*, A\, € (tNsu(q))*, Az € (tNE&k)*.
Sean Wf\f_i (resp. sz) la representacién irreducible de K; (resp Z) de caracter infinitesimal ;.
Explicitamente, A\ = aj€1 + b101 + - - - 4 bydq + azez con ay > by > by > -+ > by > as, entonces

Ay = (CLl — ag) (61562)
q

A= 30 (b et ) 5 (7.2)

1=1

51446
Az = (a1 + ag) <51—552 - q)

Ahora, obsérvese que los w; permutan tinicamente los ¢; y dejan fijos €1, 2 mientras que Sg
permuta €1 y €o y deja fijos cada d;; asi, la accién de los representantes elegidos de Wy \ Wi
sobre A verifica

Shwi(A) = wi(Ag) + Sh(A2) + Az,  1=0,1 (7.3)
Sea ®T(£) = ®T(g,t) N P(£), DT () es un sistema positivo de ®(£) compatible con ®*(g, 1),
% el denominador de Weyl. Puesto que {€1, €2} es un conjunto

ortogonal a ®(§) por (3] se sigue que

y recordemos w(y) =

w(SqwiA) = w(wi(Ag + Az)) = w(w;iAg),
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Motivados por la férmula de Duflo-Vargas, queremos calcular:

Z e(w)w(w)\)(squ(w()\)) * Ygn (7.4)

wEWI%

Tomando F = < > e(w,-)w(wi()\q—i-)\z)ﬁm * yg_1> y teniendo en cuenta las conside-
1<i<qg-—1 ‘ b

raciones anteriores, se sigue que (7.4) estd dado por:

-1

Q

E(wz)w(wz(Aq + AZ))(SW * (SE * yg_l—l * yq__ei * yg_l_1+
i=1
-1
S ) (s + )5 5 Com ¥ o
- e(wi)w(wi(Ag +Az)) wilgtrz) * O5500) * ysﬁ(él) * ysﬁ(—ﬁz) N

i=1

_ . q—1 q—1 q—1 q—1
= <5Az Y fYZg 9500 * Y Vs )

g(—€2)
(7.5)
El primer sumando del término en paréntesis es:
a1 -1 _ 5 nt+q—1—1 mig—1—1
O%; ¥ Yoy *¥Y—gy = Oy > (h )5(%%); > (M )5(%1+m)@
n>0 m>0
(7.6)
_ n4+q—2\ (m+q—2
- Z ( q—2 )( q—2 )5na+m@+%(m)+)\j
n,m>0

Calculos similares a (7.6]) verifican que todas las componentes diferentes de cero del segundo
sumando de (5]) son de la forma 0, 4se con 7, s < 0.

Analicemos detalladamente el término F. Sea K := Kyx Kz, y sea L1 = HN K; C K,
calculemos la interseccién de Lj con el toro maximal 7', U; := L; NT. Entonces I; C CH,, +
CHg_oy @ CX3 @ CX_g, y dado que X135 & [ se sigue entonces que L; es un toro.

Sea Wiﬂn\zz K; — GL(V) la representacién irreducible de dimensién finita de Kj, con
cardcter infinitesimal A\;+Az. Cuando restringimos la representacién a Ly (7x,4+,L,, V) se des-
compone como suma directa de representaciones irreducibles de L. Por la conmutatividad de
L1, los caracteres que aparecen en dicha descomposicién son precisamente los pesos de la repre-
sentacion de my 1, restringidos a L;.

Si C] es la cdmara de Weyl relativa a un sistema positivo de I elegido previamente, la férmula
de Duflo-Vargas aplicada al par Ly C K y la representacion (7,4, V) concluye la igualdad:

> M (Taaz 0sw)Is) = D e(w)w@(w(Ag+A2))0 g0, (wrrz) * Ygtr  (T.7)

VEiuT s€ WLl UJEVVZ/VVK1
s(v)e C1
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Més atin, como L; es un toro Wy, = {0}. Para calcular y ., obsérvese que Skt = g, (SEYN

(b, u1) = {q (61 — 5j)}2éi<jﬁq’ y por tanto ySLLul = yzjl_((lgl)-

Extendiendo la igualdad en (7.7)) trivialmente a u, las observaciones anteriores permiten con-
cluir que F = zyeiu*m(ﬂAqu)\Z,a,,)é,,, con v € u* tal que al restringirlo a ‘] es un peso
restringido de 7y, 4, . Entonces (Z.5]) se puede reescribir de la forma

Z M(A\,n,m,v)(9d g1 (7.8)

) 41 _

- ( I/+TLa+m(—62)+T(€1—€2)+>\2 V—na—m(—eg)—qT(q—ez)—)\g
veu®

n,m>0

n+q—2) (m+q—2)‘

con M(A\,n,m,v) = m(w,\q+>\z,0’y)( 2 2

Sea 1 un parametro de Harish-Chandra de H en una cdmara tal que la cdmara de L sea
compatible con la cdmara de K dada por G; esto es, n estd en una camara tal que las raices
compactas positivas de [ son restricciones de raices positivas de . En nuestro caso esta condicién

estd determinada por las camaras tales que (1, g, (€1 — €2)) > 0.

Sead g—1 — como en el segundo sumando entre paréntesis de (7.8]). En-
v—ner—m(—e2)— "5 (e1—€2)— A2

tonces satisface:

(v —ngu(€e1) — mqu(—e2) — %%(61 —€2) — qu(X2), qu

(v = ngu(er) — mgu(—e2) = Gt guler — e2) — qu(A2)

IJ(H€17€2) - nel(Hélféz) + mEZ(Hq*éz) - %(61 - 52)(H€1*€2) — A2
—n—m-—(qg—1)— A2

—n—m-—(q—1) — (a1 — a2

Luego los pardmetros que aparecen en la segunda suma de (7.8) no estan en ninguna cdmara de
H que sea compatible con G, en el sentido anteriormente mencionado.

Por tanto, si 77 es un pardmetro de Harish-Chandra n = v 4 neg + m(—eg) + q;;(@) + A2
para ciertos n,m, v como antes; 1 puede estar es tres posibles cdmaras a saber: Cg,Ca,Cop.

Teorema 7.2.1. La restriccion de G a H se descompone discretamente en suma de series dis-
cretas, de tal modo que todos los pardmetros de Harish-Chandra de H que aparecen pertenecen a
la camara cuaternionica; esto es, la restriccion no tiene factores en la serie discreta holomorfa,
ni antiholomorfa.

Demostracion. Sin es un parametro de Harish-Chandra de H, entonces siguiendo las condiciones
en (6.1)) si vemos que (n,a9) > 0; (n, 5—ap) > 0, entonces (n, B) = (n, f—ao)+ (1, ap) > 0 esto
dice que las raices positivas de la caAmara a la cual pertenece 7, son precisamente «ag, 8 — ag, 8y
por tanto 7 estd en la cdmara cuaterniénica.Asi, para n = v + neg + m(—ez) + q%l(@) + Ao,
se tiene

(n,a0) = (0, quler — 1)) = n(He,—5,)
= (v +ne +m(—e) + (e — ) + Aa)(He,—5,)
= v(He,—5,) +ner(He,—s,) + m(—€2)(He,—s,) + S5t (1 — €2) (He,—5,) + Ao (Hey—5,)
= v(Hey—p,) +n+ G 4 uze2
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Dado que v es un peso de la representacién de K; := K,x Kz irreducible con peso maximo
Ag+Az —pg, un teorema de Kostant muestra que v es una combinacién convexa de los elementos
de la 6rbita del grupo de Weyl actuando sobre el peso méaximo, es decir v = ZweWKl cpw(Ag+

Az —pgq), con Y. ¢, =1, ¢, > 0. Por tanto

V(Hes) + 952 = 3 cowg+Az —pg) (Hey—s,) + 25
wEWKl

= Z Co (W w(Ag+Az —pg), €1 — 61) + M

=Y cwl\g Az —ppw e = 0)) + ) e, 152
:ch <_bw*1(l) - al—g@ + a1-502 + a1-[i1-a2 + q+1_221”71(1) + a15a2>

=S "ew (b1 + o) + R

Dado que ¢, > 0 para todo w entonces

similarmente
(n, B—a0) = (N, qu(d1 — €2))
= V(Hs, ;) +ne1(Hs, o) + m(—e2)(Hs, —e,) + %(61— €2)(Hs,—e,) + X2 (Hs, _,)
= V(Hs—ep) +m + G + 152
ademas

V(HJI_EQ) T % = Z cww()\q+)\z _pq)(H51—62) + a15a2

wEWKl

—ch (AgtAz —pg); 01 — €2) + U=

wGWKl

:ch<x\q+)\z —pq,w_1(51 _ 62)> + chmgaz
:ch <bw(1) 4 aitas a1—5a2 __aitaz q+1—22w(1) + ‘115@2)

q q

=>cw (b — az = U =37, (g - w(1) + 1 - R0

0

Siguiendo los resultados de (6.2]) los pesos fundamentales de la cdmara cuaterniénica son de
la forma Ay = 1/3q,(8 + ap) = 1/3qu (261 — €2 — 61) = quler); Ao = 1/3qu(B+ B — ag) =
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1/3qu(€e1 — 2e2 + 01) = qu(—€2). Para algin vy peso de la representacién asociada al K-tipo
minimal con A\ — pxg + p, tal que v, tiene la misma componente en 5 que el peso maximo, i.e.,
(A — pK + pn, B) = (vo, B); si n es como antes un pardmetro en la cdmara cuaternidnica,

n= > cwu(wrg+Az —pg)) + ngu(er) + mau(—e2) + G quler — €2) + qu(ra)

weWgk,
= Z cwdu(WAg+Az + A2 —F(e1— €2) —pg + $(e1 — €2)))+ nqu(€r) + mqu(—e2)

weWgk, (7 9)
= Y cwquw—pr +pn) + (0 + $au(er) + (m + §)qu(—e2)

weWgk,

= qu(vo) + ngy(e1) + mqu(—e2)
= qu(vo) + nA1 + mAsy

En particular, analicemos el caso estudiado por Wallach, a saber, la representacién con
[ . 1
pardmetro A = pa—k—q—1)5 k> g—1, en este caso se verifica \y = pg, A2 = (k‘ - %) (e1—

€2), Az = 0. Entonces vy es de la forma

Z Ccwqu(w\ —pg +pn)) = Z Cwqu(WAg Azt A2 —5(e1— €2) —pg + L(e1 — €2)))
weWg, weWk,

= Y ek Dawe - @)= (k- Dala-e) (710

wEWKl

= (k= 1)(A1 + Ag)

ademds, de (T) M(\,n,m,v) = m(ﬂ,\q+>\z,au)(";fg2) (m;r_q2_2) = (”;’Egz) (m;r_q2_2), con lo
cual recuperamos el resultado:

Proposicién 7.2.2. Sea A = pc—(k—q—1)8 k > q— 1. Entonces la representacién de SU(2, q)
con parametro de Harish-Chandra A\ se descompone como @n,mzo mH (mx, 00)my, con v de la
forma (n +k —1)A; + (m + k — 1)A2 y cada v ocurre con multiplicidad

o _(n+qg=2\(m+qg—2
i = ("0, (")

7.2.2. Caso G(C) de tipo B,, G = S0(4,2q¢+1).

Procedemos similarmente como en el anterior caso. Sea G = SO(4,2¢+ 1), T C K C G un
toro maximal de K, luego T' es un subgrupo de Cartan compacto de G. Sea ®(g,t) el sistema
de raices de g respecto a t. Sea it} el subespacio vectorial adyacente al sistema de raices de g y
sea {0g,01,€1,€2,..., €} una base ortonormal de itj. Tomando como raices simples el conjunto
IT:= {dp — 1,01 —€1,€1 —€2,...,€4—1 — €, €q}, consideremos el diagrama de Vogan con raices
compactas (no coloreadas) {00 — 91, €; —€i+1, € }1<i<q ¥ Taices no compactas (coloreadas) {01 —e; },

50551 d1—€1 €1—€2 €g—1—€q €q

_— e (¢] (¢] (¢] o ——0
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Esta eleccién determina sistemas positivos de ®(¢,t), y ( g,t) compatibles. Sean ¥, =
(g, t) \ ®(kt) las raices no compactas, y W& = ®T(g,t) N ¥, las raices no compactas posi-
tivas; entonces:

" (g,t) = {(do £ 61), (8 £ &), (& £ €)), €0, 01 }i=0,1. 1<i<i<q
D(e,t) = {£(do £ 1), £(e; £ €), Feibi<icj<q
(L, t) = {(do £ 1), (e: £ €¢j), €i}1<icj<q

Ur = {0+ €,0 im0, 1<i<q

Sea H, € ity que represente «; entonces el conjunto

{H50—51 ’ H51—61} U {Hﬁi—€i+1 9 Hen}lgiﬁq—l

forma una base para it.

Construimos el subgrupo H localmente isomorfo a SU(2,1) contenido en G en modo similar
al caso anterior. En este caso la raiz maxima § = dg + d1, ag = 01 — €1, el dlgebra de Lie de H
estd dada por

h:.= (CHQO + (CHB_QO D (CXQO D (CXB—Oco D (CXB D (CX_QO D (CX—(B—O«)) D (CX_B.

Como antes H es el subgrupo conexo de G con algebra de Lie hy := h N gg; H es localmente
isomorfo a SU(2,1), tomando L := KNH, U :=TNH,entonces U es un toro maximal de L; L
es un subgrupo compacto maximal de H y también U es un subgrupo de Cartan compacto de H.
Con esta notacién, iug = RHs,_., ® RH,,1s,. Consideremos la restriccion ¢, : t* — u*, entonces
podemos expresar los sistemas de raices de , [ en términos de las raices de g y £ mediante:

@(b,u) = {:I:qu(51 — 61), iqu(el + 50), j:qu(51 + (50)}

Raices compactas de b
(L u) = {£qu(d1 + do)}
G

Teorema 7.2.3. Sea 7Y una serie discreta de G con pardmetro de Harish-Chandra X € t*. La
restriccion a H de 75? se descompone como suma directa de series discretas de H, tal que los
pardmetros de Harish-Chandra p de H asociados a los factores irreducibles de 77/\ ]H pertenecen
a la cdmara asociada al sistema de raices tal que las raices simples son mo compactas, es decir,
la restriccion no tiene factores en la serie discreta holomorfa ni antiholomorfa.

Asi mismo, ®(§) = {a € (&, t) | qu(a) = 0} = {F(e; £ €j), Tei}acicj<q

D(/1u) = gu(B(E, ) ~ B(€)) N D(1,w)
= qu <{i(50 +01), £(6 £ 65), Leihi<ici<q \ {£(e £ €5), iel-}zging) N {£(qu(do + 61))} (7.11)

= {£qule1), £quler £ €;), £qu(do — 61) }2<j<q

Ahora, K se descompone de la forma K = K, x Ky, tal que £; ~ so(q), €, ~ so(4) ~
50(2) @ sl(2), 3¢ = 0. Uno de los factores sl(2) corresponde a la sly tripla generada por la raiz
méxima § mientras que el otro es determinado por la raiz dp — d1, notemos estos factores por slg
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y sl5(2) respectivamente. Sean K5, SUs(2) los subgrupos conexos de K con algebras de Lie slg y
sls(2) respectivamente. La descomposicién sobre K genera una descomposicién

t=tNsug(2) +tNso(2¢ + 1) + tNsus(2)

cada sumando es una subdlgebra toral maximal en el sumando de £ que lo contiene. Por tanto, A
se escribe como A = Ao+ A\g+ Ag con g € (tNsug(2))*, A\ € (tNso(2¢+1))*, A\g € (tNsus(2))*.
Sean 775_ ¢ la representacion irreducible de K; de carédcter infinitesimal );. Explicitamente,

A =agdg + a101 +brer + -+ +bgeg = Ao + A\g + Ay con

Aa = (ag — a1)25%; Ay = (ag + ar) 2% A, = Z bi€i.

Entonces escribiendo K como K = K; x Ky con K; = K; x SUs(2) y A1 = A\g + Ag.

Proposicién 7.2.4. Sea (wil, Vi, ) larepresentacion irreducible de K7 ~ SO(2¢+1)x.SUs(2) con
cardcter infinitesimal A;. Sea A(V),) el conjunto de pesos de la representacién 77/{?, para v € A
sea M (A1, v) la dimensién del espacio de peso v. Entonces los pardmetros de Harish-Chandra pu
de H tales que m* (A, 1) # 0 son de la forma p = (n+2q)qu(61) + (m+2q)qu (62) + qu(A2) +qu (V)
con n,m € Z, v € A(Vy,). Més ain, sea

P,:={(n,m,v) |nmeZ,veAVy); p=(n+qqu(1) + (m+ q)qu(d2) + qu(X2) + qu(¥)}.

Entonces p ocurre con multiplicidad

2qg —1 2q —1
I/EA(V}\l) 1 1
(n,m,v)EP,

El resto de la seccion se dedicard a demostrar esta proposicion y el teorema.

Los elementos de Wz permutan las raices de K, y dejan fijas las raices dg+01. Sea 7 := S5,—_s, ,
entonces 7 conmuta con todos los elmentos de Wy; Sea ng = {wy,wa, ..., w,} un conjunto de
representantes de la accién a derecha de Wz sobre Wi, , Entonces un conjunto de representantes
de la accién de Wy sobre Wi es {Sgw;}, con w; € WI%. Denotando por barra la restriccién a u,

y observando que q,(€;) =0si j # 1y qu(01 + €1 — dp) = 0, se tiene para w; € ngz

Sttt = qu(w )\ B(h,u) UA(E/Lw)
= {Qu((sl)7Qu(5l + 6j)7Qu(51 + 61)7Qu(50 - 61),qu(61),qu(el + Ej)}l:O,l 2<j<q
= {qu(01), qu(00), qu(€1) }-
—— N N —

2q 2q 2q
Asi mismo
S i = Qu(SpwiTH) N @(h,u) UA(E/Lu)  w; € WE,
= {quS8(01), 9uSs(01 £ €5), quSa(01 + €1), quSs(d0 — €1), qul€1), quer £ €) 0,1 2<j<q
= {qu(5501),qu(S300), qu(€r) }-
——— ———— ——

2q 2q 2q
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Ahora, los w; actian sobre los ¢; permutandolos y cambidndoles de signo y permutando dg
con 41, por tanto cada w; deja fijo Ay y la accién de los representantes de Wy \ Wi sobre \ se
puede calcular:

qu(Sgwi(A) = qu(S(A2) + qu(wi(Ag + Ad)) = qu(S5(A2)) + qu(wi(A1))

Sean ®* (&), w(y) como en la férmula de Duflo y Vargas; entonces w(S§w;)) = w(wihi) =
w(w;Aq). Calculemos la expresion

Z (W)@ (WA)d g, (w(r)) * YsH (7.12)

wEWI%

y tomando F = (ZwieWﬁl e(w;)w(wiA1)0 g, (wir,) * yzg(q)) dicha expresién estd dada por:

Z €(wi) @ (WiA1)0 g, (win) * Ogu(Ae) * yﬁff(q) * 933(50) * y§Z<51>+
wiewfl
2 2 2
- Z €(wi) @ (Widg)Og, (wn) * Oqu(Ssaa) * Ygu (ey) * ng(sﬁ%) * ng(sgal)

wzewzl
Fx (Ogyng) ¥ Y205 %y 0 =0 %y xy29 o ) (7.13)
7u(02) * Y, (60) * Yau(61) 7 Qau(Ssr2) * Ygu(5500) * Yau(sper)) 1

Para calcular F', aplicamos la férmula de Heckmann (equivalente a la formula de Duflo-Vargas
en el caso G, H compactos) al caso Ky ~ SO(2q + 1) x SO(2), Ly := HN Ky, A1, con lo cual:

Z le (7T>\170V)5V = Z e(w)w(wi)\l)(sqmgl(wi)q) * ysﬁ} (7’14)

; cWZ
vei(unty )* szWKl

Entonces F' restringido a un¢; es precisamente el lado derecho de (Z.14]); més ain, para cada
w; € W[%l, w;(A1) al restringir (u M sug(2)) es cero. Por tanto, extendiendo cada v € (uN€;)* a
u*, definiendo cero sobre u N sug(2), se tiene que F' es igual al lado izquierdo de (Z.14]).

Dado que L; tiene algebra de Lie complexificada h N €, la descomposicién en espacios de peso
de [ muestra que [, € €5 para toda raiz a. Como £3N¥; = 0, esto muestra que h N ¢; esta contenida
en la subalgebra de Cartan de [, por lo cual Ly es un toro de Ky, y por tanto la restriccién en
(TI4) es simplemente la restriccién a espacios de peso. En conclusién, sea A(V),) el conjunto
de pesos de la representaciéon de Kj con caracter infinitesimal A\, entonces para vy € i(uN€;)*,
m¥i(my,,0u,) # 0 sdlo si existe v € A(Vy,) tal que gune, (V) = 1p.

Por tanto (TI4]), y (ZI3) implican que los terminos no nulos en la férmula de Duflo y
Vargas son de la forma p = (n + )50 + (m + )51 + qu(N2) + qu(v) o de la forma p =
( )55504— (m+ )5551 +qu(55)\2)+qu( v), para algun n,m enteros no negativos y v € A(Vy,).

Sl tomamos el sistema de raices positivo de ®([,u) tal que ¢,(3) es positiva, entonces como
el capitulo 6, la series discretas de h estdn en correspondencia uno a uno con parametros de
Harish Chandra de H que pertenece a la unién de las camaras de Weyl cuaternidnica, holomorfa
y antiholomorfa. Por la regularidad del parametro,, ducho pardmetro no estd en ninguna de las
paredes; es decir, estd en una y solo una de las camaras de Weyl mencionadas.

Dado que v es un peso de una representacién de €; y Hg € £ entonces v(Hg) =0
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((n+ %) Sado + (m+ 2)Sa01 + qu(SpA2) + qu(v)) (Hg)
(n+q)Spdo(Hp) + (m + q)Spdi(Hp) + qu(SpA2)(Hp) + qu(v)(Hp)
—(n+4q) — (m+q) — Xa(Hg) + qu(v)(Hg) <0

(7.15)

Por tanto, para todo n, m y todo v, (n+q)Sgdo+(m-+q)Sso1+qu(SsA2)+¢u() no esta en ninguna
la cdmara de Weyl cuarterniénica, holomorfa ni antiholomofa. Esto permite concluir que basta
analizar los pardmetro p de H de la forma p = (n+ %)50 + (m+ 2—2‘1)51 +qu(A2) + qu(v). Ademés,
por (Z14), (Z13) y la férmula de Duflo y Vargas cada pardmetro de la forma > (n+ q)do+ (m +
q)01+qu(N2)+qu(v) ocurre M (A1, v) (m;f_ql_l) (";}2311) veces. Por tanto, la multiplicidad m® (X, u1)
depende del nimero de formas de escribir mu de la forma > (n+q)do+ (m+q)d1 +qu(A2) + qu (V).
Si P, = {(n,m,v) [n,meZ ve A(V)q); p=(n+q)qu(61) + (m + q)qu(d2) + qu(r2) + qu(v)}-
Entonces

m () = Z M(Al’v)<m+2q—1> <n—|—2q— 1)

veA(Va,) 21 21
(n,m,v)EP,

Con lo que queda probada la proposicion.

Con el fin de demostrar el teorema, basta probar que u es combinacién entera positiva de los
pesos fundamentales relativos a la cdmara cuaternionica o, equivalentemente, que todos lo © son
enteros dominantes respecto a la cdmara cuaterniénica. Para esto, como {q, (01 —€1), gy (€1 +00)}
son las raices simples en la camara cuaterniénica, basta ver que pu(Hs,—¢;) > 0y p(He 45,) > 0.
En efecto,

(04 @)0 + (m + @)81 + Ao + qu(¥) ) (Hi ) =

(n+ q)00(Hs,—e,) + (m+ )01 (Hy,—e,) + o(Hs,—e)) + qu(¥) (Hs ) = (7-16)
(m + ‘J) + )‘2(H61—e1) + ‘JU(V)(H61—61)

Como v € A(V),), por el teorema de Kostant v es combinacién convexa de los elementos de
la 6rbita de grupo de Weyl sobre el peso maximo; es decir, v = > c;w; (A1 + px,) para ciertos
¢i > 0 tales que > ¢; =1y w; € Wgk,. Ademas, puesto que cada w; € Wi, deja fijo A2, entonces
Zciwi()\g) = )\2.

Para w; € Wk, sean sg; : {1,...,q} — {—1,1} y 0;, 7 las permutaciones de ¢ y 2 elementos
respectivamente que satisfacen wj(e;) = sg:(j)eq,(j) para todo j = 1,...,q, y, wi(d) = d,,;) para
[ =0, 1. Entonces:

g+ N2+ V) (Hs, o) = g+ Y cowi(Xa)(Hs, ;) + > cowi(M + picy ) (Hs, —ey)
=q+ Zcmi(Az + A1+ oKy ) (Hsy—ey) = g+ Z ciwi(A + prey ) (Hsy —cy)
=q+ Z ciwi(A) (Hsy—e; ) + ciwipr, (Hs, —¢, )
= a+ Y ei(a+ (an0) = s9:(Dbo, ) + 3=V = sgu(1)(20 — 203(1) + 1))

Si sg;(1) = —1 entonces ar, (1), —59i(1)bs, (1), 2¢ — 20;(1) + 1 son todos mayores que cero, luego el
término entre paréntesis es mayor o igual a cero. Por otro lado, si sg;(1) = 1, dado que A es un
pardametro de Harish-Chandra de SO(4,2¢+1) en la cdmara cuaterniénica, entonces (X, §; —¢;) >
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Oparatodoj =1,...,q, I = 0,1, por tanto a,,(1)—sg:(1)bs, (1) = @r,(1)~be;(1) = (N 6r,1) =€y (1)) >
0, mientras que ¢+ %((—1)”(1) —(2¢—20;(1) +1)) = 05(1) + 3(—1+ (=1)7%(M) > 0. En cualquier
caso se tiene que <q + (ar,1) + s9:(Vbg, 1)) + %((—1)”(1) + sg:(1)(2q — 204(1) + 1))) > 0.

Similarmente:

(0 + )00 + (m+ )01 + o+ qu(¥)) (Heyvs,) =

(n+ @)00(Hey1s,) + (M + )01 (Hey,) + Ao(Heysy) + qu() (Heyvgy) = (T17)
(n+q) + Aa(Hey100) + u(v) (Hey 15,

y conservando la notacién

q+ ()\2 + V)(He1+50) = Zciwi()‘Q)(Hel-l-&)) + Zciwi()‘l + pKl)(H€1+5o)
=q+ Z Ciwi(A)(HEl-Hso) + CiwipK, (H51+50)
=> @ <q + (ary(0) + 59:(Dboy (1)) + 3((—1)7O + s0:(1)(2g — 203(1) + 1))>

Un razonamiento andlogo prueba que los términos entre paréntesis en la suma de arriba son
todos positivos. En consecuencia pu(He,15,) > 0y también p(Hs,—¢,) > 0, por tanto p pertenece
a la cAmara de Weyl cuaternionica, con lo que queda demostrado el teorema.

7.2.3. Caso G(C) de tipo G, G = Gy).

Sea g el algebra de Lie compleja de tipo go. Consideremos la forma real gy asociada al
diagrama de Vogan

0 <= e,

a1 a2

con (aq,a1) < (a9, a). Sea G el grupo de Lie conexo con algebra de Lie go. Entonces G es una
forma real de G2(C). En este caso K ~ SU(2) x SU(2), sea T C K C G un toro maximal de K,
luego T es un subgrupo de Cartan compacto de G. Sea ®(g,t) el sistema de raices de g respecto
a t. Un sistema de raices simples es IT := {ay, a2}, donde «; es compacta y as es no compacta.

Esta eleccién determina sistemas positivos @ (£, t), @+ (g, t) compatibles. Sean ¥,, = ®(g, t)\
(&, t) las raices no compactas, y ¥;F = ®* (g, t)N¥,, las raices no compactas positivas; entonces:

D(g,t) = {*a1, £(a1 + a2), (201 + a2), £(a2), £(3a1 + a2), £(3a1 + 2a2)}
dT(g,t) = {a1, a1 + az, 2a1 + ao, a2, 3a1 + a9, 301 + 200}

Ok, t) = {£ar, £(3aq + 2a0)}
dT (e, t) = {a1,3a1 + 2a3}

U = {ag + as, 201 + ag, g, 301 + az}

Sea H, € ity que represente « € it; el conjunto {H,,, Ha, } forma una base para ity.
la raiz maxima de @ (¢,t) es 8 = 31 +2ap; el dlgebra de Lie dada por ) :== CH,, +CHg_o, ®
CXo, ®CXp_0, DCXp B CX 0, ®CX_(3_q,) ®CX_p.
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Sea H el subgrupo conexo de G con élgebra de Lie by := h N go; H es localmente isomorfo a
SU(2,1),sea L:= KNH, U:=TNH,entonces U es un toro maximal de L; L es un subgrupo
compacto maximal de H y también U es un subgrupo de Cartan compacto de H, y también
g = RH,, ® RHg_,,. Por dimensién, la restriccién ¢, : t* — u* es simplemente la identidad.
Entonces

@(f), t) = {:t(ag), +(8 — ag), :]:(,8)} = {:]:(ag), +(3a1 + ag), i(3a1 + 2042)}
Raices compactas de b
O(1,t) = {£(3a1 + 2a0)}

Recordando las relaciones dadas por el producto interno usual; a saber: (ag, ) = —3, (a1, 1) =
2, {ag,a2) = 6, como u = t es inmediato que ®(&) = (), luego Wy = {0}, WE = Wk =
{1,84,,88,7}, con 1 = Idg« 7 = S,,53 = S3Sq, = —1

Asi

e/ = DE,6) ~ B(1,Y) = {=(a1)}

Dado que Sg, (2) = a2 + 3a; La accién de W sobre U, estd dada por:

Sal (a1 + 042) =201 + a9 Sal (3041 + 042) = Qi
Splon + az) = — (201 + a2) Sp(Ban + ag) = —ay
T(al + 042) = —(a1 + ag) T(3041 + 042) = —(3&1 + 042)
Entonces

ST =S¥ = qu(U}) N d(h,u) UA(E/Lu)
= {oq + a2,2a7 + az}
asi mismo
S =S 1= qu(rTN) N (b, 1) U A(E/Lu)
={—(o1 + a2), — (201 + a2)}

Sea A = ¢1(2a1 + ag) + 8. La accién de Wi sobre el primer sumando permuta las raices
no compactas positivas, y sobre el segundo las compactas. La expresién

D e(w)m(WA)dg, (winy) * Ysn (7.18)
weWZ

se reduce a los cuatro sumandos:

ON* Yoy +as * Y2ai+as * Yar — 080, (N) * Yar+as * Y201+as * Yoy T (7.19)

=055(0) * Y—(a1+a) * Y—(2a1+0a2) * Yar T 02(0) * Y— (a1 +as) * Y—(2a1+a2) * Yau
agrupando términos:
Yorron * Yray vy * Yoy * <5A - 55041@))— Y orran) * Yo (20 +an) * yal*(ésﬁ(k) - 53(113@)

= Yo, tas * Yooy g * Oy * Yo, * (50 - (Lclal) “ U (arran) * Yo (20 +00) * Os,00 * Yo, * (50 - 5*0101)

= yal * (50 a 57010‘1) * (yal+a2 * y2&1+a2 * 5A - y*(&1+a2) * y*(2041+042) * 555()‘))'
(7.20)
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Varios de los términos en (Z.20) pueden calcularse rdpidamente, a saber:

Yor1+as * Y201 +as = Z 5(1/2+n)(0¢1+0l2) * 5(1/2+m)(2a1+a2)

n,m>0
Y—(a1+az) ¥ Y—(2a1+a2) = Ysg(ar+az) ¥ Yss(2a1+az) (7.21)
c1
Yo, * (50 - 5—01a1> = ba/orme — D001 24n—c)ar = — 3 0(1/2- )y
n>0 n>0 7j=1

Esto permite calcular (Z.20))

- Z 5(1/2+n)(o¢1 +a2)+(1/24m) (201 +a2)+A+(1/2—j) a1 +
0<n,m
1<j<e1 (7 22)

+ Z 6Sﬂ((1/2+")(0¢1+0¢2)+(1/2+m)(20¢1+0¢2)+)\+(1/2—j)al)
152

Las representaciones de H que ocurren, pueden tomarse de tal modo que el pardmetro de
Harish-Chandra v de H, satisface (v, 3) > 0. El andlisis del capitulo 6 concluye que existen tres
posibles camaras de h que satisfacen esta condicion. Los posibles v que ocurren estan dados en
la expresién anterior. Como a7, 3 son ortogonales y (v, 3) = (ag, ) = 1, para v=(1/2+n)(a1+
a2)+(1/24m)(2ai1+a2) +A+ (1/2—j)oag=n(ata2) H1 + m)(2aq+az) +Xx—jar = (n+ j + c2) (a1 +
ag)+ (m+ 1—j +c1+c2)(2a1+as) se verifica directamente que (v, V) =n+m+1+¢; +co > 0,
para todo n,m,j como en (.22)). Los pardmetros que aparecen en la segunda suma de (7.22))
son de la forma Sgv, con v como antes, por tanto (Szv, 8Y) = (v, Sz(8")) = (v,—B8") < 0. Esto
permite concluir que los parametros que ocurren en la descomposicién son exactamente los de
la forma (n 4 j + c2)(a1 + a2) + (m + 1 — 7+ ¢1 + ¢2)(2a1 + a2). Veamos que todos los v estén
en la misma cdmara, a saber, la cAmara cuaternidnica; en efecto, los pesos fundamentales de b
relativos a dicha cdmara son A = oy + ao, Ay = 2aq + g, y verifican

(v, ) = (n+j+c2){aa +az,a3) = (n+ 7+ ¢2) >0
(v,(Bar + )Y =(m+1—j+c1+c2)2a1 +az,(Bag +az)’)=(m+1—j+c +c) >0

Msés atn, se pueden calcular las multiplicidades facilmente obteniendo:

Proposicién 7.2.5. Si v = A(a1+ a2) + B(2a1+ a2) es un pardmetro de Harish-Chandra en la
cdmara cuaterniénica de su(2,1), entonces v ocurre en 7 con multiplicidades dada por
la tabla [Tt

2
c1A1+calo

Demostracion. Por lo visto anteriormente, v es de la forma (n+j+c2)A1+(m+1—j+c¢1+c2)As,
con 1 < j < ¢, entonces

A=n—+j+co, B=m+1—j4c +co.
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A <eo cot+1<A<ci+ce+1 c1t+e+1<A
B <e 0 0 0
co+1<B<eci+cp+1 0 max{A + B — ¢y — (¢1 + ¢2),0} B —c
c1+c+1<B 0 A—co cl

Cuadro 7.1: Multiplicidad de pardmetros de Harish-Chandra de H

K Cl

Figura 7.1: Restricciones de G a Ao
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Dado que j es entero positivo y n, m, (¢; — j) son enteros no negativos, se tienen las desigualdades
B > ¢y 0 A > cy. Luego en el caso de la primera fila o la primera columna de la tabla se sigue
que la multiplicidad v es cero.

Ademads, dado que A, B,ci,co son fijos, si dado un 1 < jy < ¢q, existen n,m tales que
A=n+jo+cy; B=m+1+c —jo+ c2, entonces dichos n,m estdn determinados por jo;
es decir, la multiplicidad m(\,v) < ¢;. Para calcular dicha multiplicidad, basta ver los valores
1 < jo < 1 para los cuales tienen solucién entera no negativa n, m las ecuaciones

A=n+jo+cy; B=m+1+c —jo+ co. (7.23)
Sea jo € Z. Definimos n := A — (ca + jo) y m := B+ jo — (¢1 + c2 + 1) entonces:

m Sicw+1<A<ci4ce+]1l; B>ci+ce+1.511<jy<A—cy <y entonces jyg < ¢y yse
tiene que n, m son enteros que satisfacen n > 0y m > jo < 1. En consecuencia para dicho
Jo existen (unicos) n, m soluciones enteras positivas de (Z.23)). En otro caso, si jo > A — ¢
entonces n satisface n < 0, por lo cual no existen soluciones enteras no negativas. En
consecuencia, m(\,v) = A — cs.

m Sici+e+1<A4; cw+l1<B<c+e+1l.Dadoqued<cg4+ec+1—B<csi
elegimos jo tal que 1 < =B+ (¢1 +c2 + 1) < jp < ¢, entonces jo < ¢ y n, m satisfacen
n>c; —jo+1>0ym>0. Luego, para tales jy existen (inicos) n,m € Z>q soluciones
de ([T.23)). Si jo < B —c¢1 +c2 + 1 entonces m < 0, por lo cual no existen soluciones enteras
positivas. Por tanto m(\,v) = B — cs.

s Sicg+e+1< A4 cg4+ec+1< B Seal < jg < ¢, entonces n, m satisfacen n >
c1—Jo+1>0ym > jo> 1. En consecuencia para cada jj existen (inicos) n, m soluciones
enteras positivas de (T.23]). Por tanto m(\,v) = ¢;.

m Seaco+1<A<ci+cec+1; c+1< B<c+c+ 1. En primer lugar obsérvese que
A+B—(ca+1)—(c1+c2+1) =n+m—1, por lo cual si el término de la derecha es negativo
se tendria que m(\,v) = 0. Supongamos entonces que 0 < A+ B —(ca + 1) — (¢c1 +c2 + 1),
por hipédtesis se tienen las desigualdades:

0<(gr+c2+1)—-B<A—c<¢ (7.24)

Sea jo tal que 1 < (c14+co+1)—B < jo < A—cy < ¢1. Entonces m = B—(c1+ca+1)+jo; n =
A — c9 — jp son enteros no negativos. Ademds, si alguna de as desigualdades de jy no se
cumple, jo < (c1 +c2+1) — B o A— ¢y < jp implicarian que n o m serian negativos. En
resumen, m(\,v) = A+ B — (ca + 1) — (c1 + ¢2). Esto concluye la prueba

0

En particular, para el caso A = pg+ (k—3) = (B+a1) +(k—3)8 = Ao+ (E—2)8 =
(k—2)A1 4+ (k—1)Ag entonces ¢ = 1; co =k —2, portanto ca+1=k—1; co+c1+1 =k yno
existen enteros R tales que co +1 < R < ¢1 + ¢2 4+ 1. Esto concluye en este caso que segunda fila
y columna en la tabla del teorema no existe en este caso; luego si v = ANy + BAy, m(\,v) #0
solo cuando A >c1+co+1=ky B >c1+c2+ 1=k, en cuyo caso la multiplicidad es igual a
m(A,v) = ¢; = 1. Este resultado recupera el resultado descrito por Wallach en [Wal03]
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7.2.4. Caso G(C) de tipo fi, G = Fyu).

Sea g el dlgebra de Lie compleja de tipo f4. Consideremos la forma real gg asociada al diagrama
de Vogan

con a, g raices cortas y ag, ay raices largas. Sea G el grupo de Lie conexo con algebra de Lie
go- Entonces G es una forma real de F4 con K ~ SU(2) x Sp(3) subgrupo compacto maximal.
Sea T'C K C G un toro maximal de K, luego T" es un subgrupo de Cartan compacto de G. Sea
(g, t) el sistema de raices de g respecto a t. Existe una base ortonormal {ej, €2, €3, €4} de it de
modo que bajo la eleccién de raices simples I := {1, ag, a3, as} con {aq, a2, a3} compactas y
{a4} no compacta, las raices son de la forma:

a1:1/2(61—62—63—64), Q9 = €4
Q3 = €3 — €4, Qg = €2 — €3,
Por tanto
O(g,t) = {£1/2(e1 L ea T ez £eq), E(e; T €5), € f1<jcica
q)—l—(g,t) { /2(61 + €9 + €3 + 64) (6 + 6]) 62}1<]<2<4
D(e,t) = {£1/2(e7 —eatesteq), (€3 L €q), £(€1 £ e2), teg, Teq}
@"'(E,t) {1/2(e1 — €2 €3 £ €4), (€3 £ €q), (€1 L €2),€3,€4}
={1/2(e1 + €2 L €3t eq), (€1 L €4), (€1 L €3), (€2 £ €q), (€2 L €3),€2,€1}

Sea H, € ity que represente a o € it}; la rafz mdxima de ®* (g, t) en este caso es § = €1 + €3;
ademds vy = €3 — €3 es la Unica raiz simple que satisface (€1 + €2, ;) # 0. Tomemos el dlgebra de
Lie dada por h := CHey— ey + CHeypey BCX ey ey OC Xy, BCX ey ey DCX () DCX_(¢46,)D
(CX—(62+61)‘

Sea H el subgrupo conexo de G con algebra de Lie hg = h N go; H es isomorfo a SU(2,1),
sea L .= KNH, U :=TnNH, entonces U es un toro maximal de L; L es un subgrupo
compacto maximal de H y también U es un subgrupo de Cartan compacto de H, y también
g = RHey— ey ® RHeyqe,. Siqy : % — u* es la restriccién, entonces

®(b,u) = {£qu(e2 — €3), qu(es + €1), qu(e2 +€1)}}

Raices compactas de b
(L u) = {£qulez + €1)}

Teorema 7.2.6. Sea Wf una serie discreta de G con pardmetro de Harish-Chandra A € t*. La

restriccion a H de ﬂf se descompone como suma directa de series discretas de H, tal que los
pardametros de Harish-Chandra p de H asociados a los factores irreducibles de 7T/\ |ir pertenecen
a la cdmara asociada al sistema de raices tal que las raices simples son mo compactas, es decir,
la restriccion no tiene factores en la serie discreta holomorfa ni antiholomorfa.
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Por definicién de b, las restricciones satisfacen q,(€2) 4+ qu(€3) — qu(e1) = 0. Si ®(€) := {a €
D (8, t) | qu(a) = 0} entonces

(I)(f) = {:|:64, :]:1/2(61 — €2 — €3 + 64), :|:1/2(61 — €9 — €3 — 64)}

Considerando la descomposicién de K de la forma K = Kj x Ko, con K; ~ Sp(3), Ko ~
SU(2). La accién de Wy sobre Wk, es trivial y sobre Wk, actia sobre las raices permutando y
cambiando los signos al conjunto {1/2(e; —e3),1/2(e3+€4),1/2(e3—€4)}. A partir de este conjunto
y la raiz maxima f, un conjunto de representantes de Wy \ Wi es de la forma {w;, Sgw; }, con w;
un conjunto de representantes de Wz \ Wy, . Denotando por barra la restriccién a u, y observando
que &g =0,y €2 + €3 — €1 = 0, se tiene:

D(e/Lw) = g (@80 ~ 2(§)) ~ @(1,u)
= {:|:1/2(€1 — €+ €3k 64), :|:(€3 + 64), (61 — 62), ia}

= {&, e}

Observando que cada elemento del anterior multiconjunto tiene multiplicidad 6. Entonces

S, + = qu(wi¥5) \ @ (h,u) U A(E/Lu)

={€1 T es, 61 —€3,€2 L€, 62 + €3,62,€7,1/2(e1 +ea L e3teq), € }
~—
6

={a,&a, 8}
~
6 6 6

asi mismo

Séiﬁ“’i L= {56617566275} = {_67 _a7 a }
6 6 6

Un pardmetro de Harish-Chandra de §4 en la cdmara asociada a ®*(g,t) se escribe como
A =191+ c2Qao + 303+ 484, con Q; los pesos fundamentales de f4 y ¢; # 0. Para la subélgebra
£ C € sean wi,w9,ws son sus pesos fundamentales con respecto a (1) := ®T (g, t) N (tNEy).
Tomando A\ = ciwy + cows + csws, Ao = (¢1 + 2¢2 + 3c3 + 204)%, un céalculo directo verifica
A = A1 + Xo. A partir de esto, podemos enunciar nuestra proposicién a probar

Proposicion 7.2.7. Sea (w/{il,V)\l) la representacién irreducible de Ky ~ Sp(3) con cardcter
infinitesimal A;. Sea A(V),) el conjunto de pesos de la representacién, para v € A sea M (A1, v)
la dimension del espacio de peso v. Entonces los parametros de Harish-Chandra p de H tales
que m(A1,v) # 0 son de la forma u = (n + 3)qu(e1) + (m + 3)qu(e2) + qu(X2) + qu(n) con
n,m € Z,n € A(Vy,) y aparece con multiplicidad

= o))

UEé(VAl )
qu(v)=qu(n)
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SiF = (ZwieWﬁl e(wi) o (wiA1)0y 5, * yf_g) podemos verificar que

Z e(W)@w(WA)dy, (w)) * Ygr = F * (5X2 x Yo xyS — 5$2 * yg?l %10 >

Sgea
wEWI%
1 €1 w1 s(e1—€2)
Qo %(61 +ext+e3t€q) | wo %(61 —€ex+ €3+ €4)
Q3 2e1 + €2 + €3 w3 2(e1 — €2 + 2¢3)
Qu €1+ € WK, %(61 + €2)

Calculando los sumandos del paréntesis

O, ¥ Yo xS =05, ¢ > ("SI (S )6 24mye * O(o/2mym
n,m>0

= Z (n?)(m; 5)5(n+3)a+(m+3)6+iz (7.25)

n,m>0

5%2 i yga_l * ygm - Z (50" 5)5—(<n+3)a+<m+3>a+xz)
n,m>0

El factor F' es la restriccién de la representacion del K; ~ Sp(3)-médulo con carédcter infini-
tesimal A1, my,, a K1 N L que es un toro de L, luego F' es la descomposicién de la representacion
de Sp(3) en espacios de peso, restringidos a K; N L.

Sea v € (tN#)* un peso de my, y sea M(A1,v) = dim(V),), la dimensién de su espacio de
pesos. Extendemos v a t* definiendo v |y, )+= 0. Por la férmula de Duflo Vargas, la restriccién
de la serie discreta de G, 7y, a H viene dada por:

Z M(A,v) (nés) ("3 ’) (5(n+3)a+(m+3)6+iz+v - 535((n+3)a+(m+3)6+iz)+v) (7.26)

n,m>0
v

Por tanto, si u es un pardmetro de Harish-Chandra de H tal que m® (A, ;) # 0, entonces
p=(n+3)e+ (m+3)&+ I +v,o0bien u = —((n+3)e + (m + 3)& + A2) + v. Tomemos p en
una cdmara asociada a un sistema de raices positivo de b compatible con ®* ([, u) = {q,(e2+€1)},
es decir, p(Heyte,) > 0. Sives un peso de 7y, , es combinacién convexa de los w(A1) con w € Wk,
como Wi, estd generado por raices ortogonales a ez + €1 y A1 es ortogonal a €3 + €1, entonces
w(A1) es ortogonal a es +¢; y por tanto v también lo es. Asi, si p = (n+3)eg+ (m+3)&G+ A +7
entonces:

W(Heyte) = ((n+3)e1 + (m + 3)& + A2 + 7) (Hey e,
= (’I’L + 3)a(H62+61) + (m + 3)6(H52+51) + X2(1162-1-61) + V(H€2+E1)
=n+m-+6+c;+2c2+3c3+2cs + V(Heyte,)
=n+3+m+3+c1+2c+3c3+2c4 >0
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mientras que si g = —((n + 3)eg + (m + 3)& + A2) + ¥

f(Heyre,) = (—((n+ 3)e1 + (m + 3)ez + A2) + U)(Heye,)
= (—((n+3)er + (m + 3)ez + X2)) (Hey4e,)
=—(n+3+m+3+c+2c2+3c3+2c4) <0

De modo que los pardmetros u son de la forma (n + 3)eg + (m + 3)& + Ao + 7.

p(Hey—e5) = ((n 4 3)ex + (m + 3)&z + Ao +7) (Hey—e5)
= (n+3)&(Hey—e) + (m + 3)&@ (Hey—;) + Ao(Hey—ey) + V(Hey—e5)
=m+ 3+ Aa(Heye5) +V(Heyes)

Como v € A(V),), por el teorema de Kostant v es combinacién convexa de los elementos de
la 6rbita de grupo de Weyl sobre el peso maximo; es decir, v = > c;w; (A1 — px,) para ciertos
¢i > 0 tales que Y. ¢; = 1y w; € Wg,. Puesto que cada w; € Wk, deja fijo A2, entonces
>~ ciw;(A2) = Ag. Siw = S, para alguna raiz simple, la longitud de w es 1, luego todas las raices
positivas, salvo «, tienen imagen por w otra raiz positiva. En particular, si tomamos una raiz no
compacta positiva, su imagen por w es una raiz no compacta positiva. Dado que los elementos
de Wk, se generan por composicién de raices simples compactas, se sigue que wW¥; = Wt

En consecuencia

m+ 3+ Xo(Heyoey) + V(Heyoey) =m + 3+ Z ciwi(Ag)(Hey—ey) + Z ciwi(M — pr; ) (Hey—e5)
=m+3+>_ cwi(A— pr,)(Hey—c;)
=m+3+ Y ci(wi(d—pr,),ea —€3) = Y ci(A = pr;y,wi (ea — €3))
=m+ Y B+ (A —pr,,a))

acl;;

Como A es un pardmetro de Harish-Chandra en la cdmara determinada por ®*(g,t), en
particular (\,a) > 0 para toda o € ¥;}', de modo que basta analizar el sumando 3 — {(px,, ).
Recordando el conjunto ¥; dado al inicio de la seccién y dado que pg, = 2(e1 — €3) + %63 + %64,
entonces

(1, 1/2(er + et ezt eg)) = £3/4 £ 1/4 < (pi,, (1 £ eg)) =2£1/2 < 3
(pry, (2 £eq)) = —2£1/2 < 3(pK;,, (2 £ €3)) = —2+3/2 <3
(PK,, €2) = =2 < 3(pK,,€1) =2 <3
(prys (€1 te3)) =24£3/2<3+1/2

Salvo en el ultimo caso, se tiene que 3 — (px,, ) > 0, mientras que en el dltimo 3 — (px,,a) =
—1/2. Como (\,a) > 0y A es un pardmetro de Harish-Chandra, en particular (\, ) es entero,
luego 3 — (pk,, ) + (A\,a) > 0. Resumiendo, p(He,—e;) > 0 y un andlisis similar lleva a que
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p(Hegte,) > 0, lo cual concluye que p estd en la cdmara cuyas raices simples son no compactas,
es decir, u estd en la cAmara cuaterniénica. Esto demuestra el teorema.

Si se tiene otra expresion de u, u = (r + 3)er + (s + 3)&3 + A2 + 7, entonces evaluando
p(Hey—eq + Heyte, ) €n ambas expresiones y dado que v, n son ortogonales a ez + €1 se tiene que
n+m =r+s. Como Hey ey — Heyre, estd en el centro de I, a(He,—es — Hegre,) = 0 para
toda raiz a de , p(Hey—e5 — Hegte,) lleva a que v(Hey—eq — Hegtey) = N(Hey—es — Hegtey ), COMO
{Hey—es + Hegreys Hey—eg — Hegtey ;€5 una base de u entonces 7 = 7.

Ademds, n+ 3+ AN Hey—es) + V(Hey—es) = (Hey—eg) =17+ 3+ M Heg—es) + V(Hey—es), luego
n =7y también n + M Heyte,) + V(Hezper) = ti(Hegte) =17+ A(Hezper) + V(Heyte,) implica
m = s. Por tanto n,m son tnicos y si p = (n + 3)€7 + (m + 3)éz + A2 + 7. la multiplicidad de p
es igual a:

wt o =S aroun) ("5 (M)

l/_

n

7.2.5. Caso G(C) de tipo Eg, G ~ Eg9).

Sea g el dlgebra de Lie compleja de tipo Eg. Consideremos la forma real go asociada al
diagrama de Vogan

a
.

oO— O — (‘3 — O —O

ag as Q4 a3 aq
Sea G el grupo de Lie conexo con algebra de Lie go. Entonces G es una forma real de Eg(C)
con subgrupo compacto maximal K ~ SU(2) x SU(6). Sea T'C K C G un toro maximal de
K por tanto T es un subgrupo de Cartan compacto de G. Sea ®(g,t) el sistema de raices de

g respecto a t. Sea {ej,...eg} una base ortonormal de it}j, bajo la eleccién de raices simples

IT := {aq,q9,a3,a4, 5,06} con {aq,as,ay,as,qs} raices compactas y as no compacta. Es
conveniente expresar las raices en términos de {e1, ..., es} en lugar de las raices simples; Asi pues,
a; =1/2(eg —er —eg —e5 —eqg —e3 —ex +e1), ag = ez + e az =ex— e
a4 — €3 — €2 a5 — €4 — €3 Qg — €5 — €4

5
{% <eg —er—eg+ Z(—l)l"eZ) , (e £ ej)}
i=1 1<j<i<5, T[(=1)'i=1
5
O(e,t) = {:l:% (eg —e7 —eg — Zei) +e;,t(e; — ej)}
i=1 1<j<i<5

5
% <€8 —e7 — € _Zez) +€z’7(€z‘ —ej)}
i=1 1<5<i<5
<€8 —e7 —eg+ ZQ’) — (e +ej), (€ + ej)}
1<5<i<5
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Sea H, € ity que representa «; la raiz méxima de ®* (g, t) en este caso es 8 = % (eg —e7 —eg+ Z?:l ei);
la raiz ay = e1 + ey es la Unica raiz simple que satisface (3, ;) # 0. Tomemos entonces el dlgebra

de Lie dada por
h:=CHay, +CHy, p®CXo, ®CXy, B CXg B CX_, ®CX_(o,_p) ®CX_p.

Sea H el subgrupo conexo de G con édlgebra de Lie hg := h N go; H es localmente isomorfo a
SU(2,1),sea L:= KNH, U :=TnNH,entonces U es un toro maximal de L; L es un subgrupo
compacto maximal de H y también U es un subgrupo de Cartan compacto de H, y también

iy = RH, RH CS8iqy it > utesl triccié t
g e1+ey D %(68—2 e)—(eater) Si qy es la restriccién, entonces

®(h,u) = {iQu(el +e2), £3qu <€8 + Zei) — qu(ea + €1), £5qu <€8 +) ei)}
Raices compactas de b
O(Lu) = {£iq,(es—er—es+es+es+ez+ea+er)}

Si ®(¢) == {a € ®(t,t) | gu(or) = 0} entonces

d(€) = { + %(eg — Zei) + ea, %(es — Zei) +e1,t(es —eq), £(es —e3), t(eqa —e3), (e2 — 61)}.

El subgrupo compacto maximal K se descompone de la forma K = Ky x Ko, con Ky ~ SU(6),
Ky >~ SU(2). La accién de Wz sobre Wk, es trivial. Sea ng un conjunto de representante de
la accién a derecha de Wz sobre Wi, . Entonces un conjunto de representantes de la acciéon de Wy
sobre Wi es Sfw;, cona = 0,1,w; € W[%l. Dado que g, (% (e4+e3+ex+er)+ % (es —er —eg+e5) + % (eq + es
0, para todo w; € W[%I si notamos por \/}/ un elemento A aparece con multiplicidad 9, entonces:
9

(e/Lu) = . (Pt \ 2(€)) \ (L w)
= {i%Qu (68 — Z ei) +ei Equle —e5), bi=sas, j=12

= {:t%qu (e4+e3—ex—eq)}
9

Por otra parte:
Sa = qu(wi W) N ®(h,u) UAE/Lu)
= {$qu(es —er—es —es —ea—es +ea+e1) + quler),quler + ) qulei +e2) b,

{%qu (es —er—es+ Zez) — qu(ei +ex), qulei + 61‘)}39@-55 Jae/tw
k=1,2

={iqu(eatesteater) 2qu(es—er—es+es), 2qu(eates—er—er)}

9 9 9
asi mismo

S& i =1{3quSs (ea+es+es+e1), 5quSs (es — er — e +e5), qu (ea + €3 — €2 — €1)}

9 9 9
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Sea Ay = %qu(e4+eg+eg+el); Ao = %qu(eg—e7—66+e5)
Un pardmetro de Harish-Chandra de eg en la cdmara asociada a ®*(g,t) se escribe como
6
A=Y ¢y, con Q; los pesos fundamentales de eg respecto a ®T(g,t) y ¢; > 0. Para i # 2,
i=1
sean w; € (¢ Nt)* tales que para j # 2, <oz] ,w;) = 0;5, entonces {wq,ws,ws,ws,ws} son los pesos
fundamentales (con raices simples {1, ag, aq, asag}) de la subdlgebra €; C € respecto al sistema
de raices positivo @1 (t;) := ®T(g,t) N (tN €)*. Tomando

Al = w1 + c3ws + cqwq + csws + cewe

(7.27)
Ay = (Cl+262+203+304+265+66) (68—67—66+65+64+63+62+61)
un calculo directo verifica A = A1 + Ag.

Si F:= <Z’wi€W}%1 €(wi)w (WiA1)0g, (wir,) * y9l > entonces
2

qu(es+ez—ea—eq)

Z e(w)@(wA)d g, (w(n)) * Ygn = I« <5qu()\2) * y?h * y%z — 5%(56)\2) * ygAl * ygAz)

wGW}%
Ql (268 — 267 — 265) w1 % (68 — €7 — 66) + i (—65 — €4 — €3 — €2 — 61)
Q2 —(58—57—564'22151) WK, i(ég—67—66+65+€4+63+62+61)
Q3 % (568 — be7 — beg + 321_2 €; — 361) w3 % (68 — €7 — 66) — €1
Uy €8 — €7 —€c + €5+ €4+ €3 w4 %(68—67—66+65+€4+63—362—361)—61
Qs %(268 — 2e7 — 2¢€6 + 3e5 + 3ea) ws %(168 — €7 —€6) + %(65 +es—€3—€2—€1)
Q6 %(68_67_66+365) we ﬁ(ES_67_66)"‘%(365_64_63_62_61)

Calculando los sumandos del paréntesis

Sgur) ¥ YRy ¥ Y0 = 0ury * Y ("6 ) ("a2T ) S (0/24m)as * Ooj20m)ns

n,m>0

= > (")) r15/200 4 mr9/20 44, () (7.28)

n,m>0

Ogu(sire) * Uny *Uas = DO ("5 ("4 ®) 055 ((n+0/2) 01 +(m+9/2) M0 +u(ra)
n,m>0

El factor F' es la restriccién de la representacién del K7 ~ SU(6)-médulo con cardcter infini-
tesimal A, my,, a K1 N L que es un toro de L, luego F' es la descomposicién de la representacion
de SU(6) en espacios de peso, restringidos a Ky N L.

Sea v € (tN#)* un peso de my, y sea M(Aj,v) = dim(V),), la dimensién de su espacio de
pesos. Extendemos v a t* definiendo v |y, )»= 0. Por la férmula de Duflo Vargas, la restriccién
de la serie discreta de G, my, a H se obtiene calculando:

Y MO (E) (") mr0/2)00 1 (m+9/2) A0 440 (r) Hau ()
n,m>0

= > MO (F) (") 055 (n-9/2) A0 +(m49/2) s 4 9u (02 () (7-29)
n,m>0
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Por tanto, si i es un pardmetro de Harish-Chandra de H tal que m* (\, i) # 0, entonces p = (n+
9/2)A1+(m~+9/2)A2+qy(A2)+v, 0 bien p = —((n+9/2)A1 +(m+9/2)A2+qu(A2))+v. Tomemos
i en una cdmara asociada a un sistema de raices positivo de ®(h,u) compatible con ®* (I, u) =

l o . .
{5qu (es —er —eg + €5+ es + e3 + e + e1))}, es decir, tal que ,u(H%(68_67_66+e5+64+63+62+61)) >

0. Si v es un peso de my,, es combinacién convexa de los w(\;) con w € Wg,, como Wy,
estd generado por raices ortogonales a % (es —e7r —eg+e5+eq+e3+ex+e1)y A es ortogonal
a f3, entonces w(A1) es ortogonal a § y por tanto v también lo es. Luego, si u = (n 4+ 9/2)A; +
(m+9/2)As + qu(A2) + qu(v) entonces:

n(Hg) = ((n+9/2)A1 + (m +9/2)As + A2 + qu(v)) (Hp)
= (n+9/2)A1(Hp) + (m + 9/2)A2(Hp) + qu(A2)(Hp) + v(Hp)
=n+m+9+ci+ 2c2+ 2c3 + 3cs + 2¢5 + c6 + v(Hp)
=n+m+94+c1 +2co+2¢c3+3c4 +2¢c5 +c >0

mientras que si p = —(n+9/2)A1 — (m 4+ 9/2)A2 — gu(A2) + qu(v)

W(Heyte) = (—((n+9/2)A1 + (m + 9/2)A2 + qu(A2)) + qu(v))(Hp)
= (=((n+9/2)& + (m + 9/2)ez + qu(A2))) (Hp)
=—Mn+m+94c; +2c2+2c3+ 34 + 2¢5 +¢6) <0

De este modo, los pardmetros p son de la forma (n+9/2)A1+(m+9/2)Aa+Xa+q, (V). Més ain,
si se tiene otra expresion de p, p1 = (r+9/2)A1+(54+9/2) A2+ A2+7, entonces evaluando p(Hg) en
ambas expresiones y dado que v, n son ortogonales a [ se tiene que n+m = r + s. Similarmente,
p(Heay + Hoy—pg) lleva a que v(Hy, + Hoy—g) = 1(Ha, + Hay—g), como {Hg, Hy, + Hq,—g} es
una base de u entonces g, () = qu(n).

Ademas, n +9/2 + AN(Ha,) + V(Hpy) = p(Hoy) =7+ 9/2 + N(Hay) + V(Ha,), luegon =1y
también n +9/2 + AN(Ha,—p) + V(Hay-8) = (Hay—p) =7 +9/2+ N Hay—p) + v(Hq,—p) implica
m = s. Por tanto n,m son tnicos y si p = (n + 9/2)A; + (m + 9/2)A2 + qu(A2) + ¢qu(n). la
multiplicidad de 7, en 7 es igual a:

wiom= ¥ wown("Y) (")

Gu (1) 2qu (1)

7.2.6. Caso G(C) = Er, G ~ e7(_5).

Sea g el dlgebra de Lie compleja de tipo E7. Consideremos la forma real go asociada al
diagrama de Vogan

a2

[
O— O — O —]/O0O —] O —e
ar [e73] as Qyq a3 a1

Sea G el grupo de Lie conexo con algebra de Lie gg. Entonces G es una forma real de E~.
Sea T'C K C G un toro maximal de K por tanto T es un subgrupo de Cartan compacto de
G. Sea ®(g,t) el sistema de raices de g respecto a t. Bajo esta eleccién las raices simples son
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IT := {1, a9, a3, ay, a5, ag, a7} con {ag, ag, ag, as, ag, ar} raices compactas y o no compacta.

Es conveniente expresar las raices en términos de una base ortonormal {ej, ..., es} de t asi:
a1 =1/2(eg —er —eg —e5 —eqg —e3 — eg + €1), g =eg + e a3 =ey — e
gy = €3 — €3, Q5 = €4 — €3, Qg = €5 — €4, Q7 = €6 — €5

Entonces conjuntos de raices son:

6
D(g,t) = {j:% (eg —e7+ Z(—l)l"eZ) ,t(ei tej;), £(es — 67)}
i=1

6
¥ (g,t) = {% <€8 —er+ Z(—l)liez’) ,e;iEej,es — 67}
i1

Ot t) = {*(ei £ej), £(es —er)}<jeic

DT(k,t) = {e; L ej,es — 7}hi<icice

6
U= {% <eg —er+ Z(—l)liei> }
=1 H(—l)li:—l

Sea H, € ity tal que a(H) = (H, H,) para todo H € t; la rafz maxima de ®(g, t) en este caso
es B =eg—ey; laraiz a; =1/2(eg —e7 —eg — 5 — eq — €3 — €2 + €1) es la unica raiz simple que
satisface (8, a;) # 0. Tomemos entonces el dlgebra de Lie

1<5<i<6, [[(=1)li=—1

1<j<i<6, [I(-1)li=-1

h:= (CHal + CHal_g D (CXal D (CXal_g D (CXB D (CX_al D (CX—aH-B D (CX_B.

Sea H el subgrupo conexo de G con algebra de Lie hg := h N go; H es localmente isomorfo
a SU(2,1), sean L := KN H, U :=TnNH, entonces U es un toro maximal de L; L es un
subgrupo compacto maximal de H y también U es un subgrupo de Cartan compacto de H, y

iug = RH, ®RH, . Siq, : t* — u* es la restriccion, entonces
0 5(es—er—3 ei)+er 5(es—er+3 ei)—er Qu ’

(b, u) = {i%Qu <€8 —erte — Z&') , 3 <€8 —er—el+ Z&') s Fqu(es — 67)}

Raices compactas de b
(I, u) = {*qu(es —er)}
Si®(€) :={a e d(t) | gu(a) =0} entonces
D(¢) = {£(e; — €j), £(ej + e1) h<j<i<e.

El subgrupo compacto maximal K se descompone de la forma K = K; x Ky, con Ky ~
SO(12), Ky ~ SU(2). La accién de Wy sobre Wk, es trivial. Sea WI% un conjunto de repre-
sentante de la accién a derecha de Wz sobre W, . Entonces un conjunto de representantes de la
accién de Wy sobre Wi es Sgwi, cona=0,1,w; € W[%l. Dado que

qu(3(es—er—es—es)+5(eatest+ea—er)+ 5 (es—er+eg+es) =0,

Z s
para w; € Wi, se tiene:
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B(e/1u) = qu <<I>(E,t) N @(5)) < ®(L,u)

= {tqu(e; +¢€;), £qule; —e1) hicjci<e
= {:I:%qu (64 +e3+ ey — 61)}

15

Como siempre, la notacién = A indica que el elemento A aparece con multiplicidad m. Entonces

m

(wzm D (h,u) U A(E/Lw)
es —er —eg —es5 —eq —ez + e2+ e1) + qules), qules +e1), qule: + e2) }3<Z<5U

= qu

= {30

{% ( 8_67_€6+Z€l) _Qu(ei+ek)7qu(6i+€j)}3§i<jgsu At/ u)
k=1,2

={q

% (es —er —es — )JIu% (es —er +es + 65)7%% (ea+es+ex—er)}

15 15 15

asi mismo

S&uw; ={qu355 (es — er —e6 — €5),qu3 S (es — €7 + €6 + €5),quy (ea + €3+ €2 — €1)}

15 15 15

Sea A = %qu (es —er—eg—e5); Ny = %qu (es — e7 + €6 + €5). Un pardmetro de Harish-
7

Chandra de e¢7 en la cdmara asociada a (g, t) se escribe como A = >~ ¢;;, con §; los pesos
i=1

fundamentales de e;7 respecto a ®1(g,t) y ¢; > 0. Para ¢ # 1, sean w; € (& Nt)* tales que

para j # 1, <04]V, w;) = 0;j, entonces {ws, ..., w7} son los pesos fundamentales (con raices simples

{ag,...,ar}) de la subélgebra £ C € respecto al sistema de raices positivo ®*(t;) := ®*(g,t) N
6

(tNgy)*. Tomando Ay = ) ciwi, A2 = (2¢1+2co+3c3+4cs+3c5+2c6+1c7) €5, un céleulo directo
i=2

verifica A = A\ + Aa. Si F:= <ZwieW§1 e(w;)w(wiA1)0g, (wir,) * ylf’q ertenten 1)> entonces
5qu(estester—e

> )@ @A), *Ysi = F * (8.0 * 8, # UK — Susinn * 1%, * 07,
wGW}%

0 €8 — €7 WK, s(es —€7)

Qo % (258 —2e7 + Z?:l 5@') w2 % (6 +e5+es+ez+exter)
Q3 % <3€8 —3€7+Z?:2 € —€1> w3 %(66—1—65 +est+ €3+ e —€1)
Q4 268 — 267 + 2?23 €; W4 €6+ €5+ €14+ €3

Qs $(3es — 3e7 +2 SO L €) ws €6+ €5+ €4

Qg €g — €7+ €6 + €5 we €6 + €5

QO (es — €7 + 2¢6) wry €6
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Calculando los sumandos del paréntesis

Oqu00) * YN, ¥ YN = 0gu0ne) * D (Moo 1) ("0 )05 24man * O(15/24m)A
n,m>0

= > (") 015200+ 41520400 00) (7.30)
n,m>0

n+14\ (m+14
Ouisirn) * N #Uny = D ("0 ") ("1 )8, (ns15/2. 00+ (m15/2) A0 400 00)
n,m>0

El factor F' es la restriccién de la representacion del K7 ~ SO(12)-mé6dulo con cardcter infini-
tesimal A1, my,, a K1 N L que es un toro de L, luego F' es la descomposicién de la representacion
de SO(12) en espacios de peso, restringidos a K1 N L.

Sea v € (tN#)* un peso de my, y sea M(A1,v) = dim(V),), la dimensién de su espacio de
pesos. Extendemos v a t* definiendo v ‘({ﬂgl)*: 0. Por la formula de Duflo Vargas, la restriccion
de la serie discreta de G, my, a H se obtiene calculando:

Z ML) ("8 ("5 0 nt 15 /2) A 4 (m15/2) Aa g (Do) +gu ()

n,m>0
v

= D MO E) (") 054 (1528 +mr 15/ M0 +qu ) +au () (T-31)

n,m>0
v

Por tanto, si p es un pardmetro de Harish-Chandra de H tal que m(\, i) # 0, entonces
p=(n+15/2)A1 + (m+15/2)Ay + Ao+ v, o bien p = —((n+15/2)A1 + (m +15/2) Ay + A2) +v.
Tomemos p en una cdmara asociada a un sistema de raices positivo de ®(h,u) compatible con
Ot (l,u) = {qu(es — e7)}, es decir, tal que u(Heg—e,) > 0. Si v es un peso de y,, es combinacién
convexa de los w(A1) con w € Wg,, como Wk, estd generado por raices ortogonales a eg — e
y A1 es ortogonal a eg — e7, entonces w(\1) es ortogonal a eg — e7 y por tanto v también lo es.
Luego, si p = (n+ 15/2)A1 + (m + 15/2)As + qu(A2) + gu(v) entonces:

p(Hg) = ((n+15/2)Ay + (m + 15/2)Ag + A2 + qu(v)) (Heg—e;)
= (n+15/2)Ay (Heg—e;) + (m + 15/2) Ay (Heg—e;) + qu(A2)(Heg—e;) + v(Heg—er)
=n+m+ 15+ 2¢; + 2¢2 + 3cg + 4eq + 3cs + 2¢6 + 1oy + v(Heg—e,)
=n4+m+ 154+ 2c1 + 2¢o + 3cg + 4eqg + 3¢5 + 2¢6 + 1er > 0

mientras que si p = —(n+ 15/2)A; — (m + 15/2)Ay — qu(A2) + qu(v)

—((n+15/2)A1 + (m +15/2)As + qu(A2)) + qu(V)) (Heg—e;)
—((n + 15/2)A1 + (m + 15/2)A2 + qu()\g))(H58_e7)
=—(n+m+ 15+ 2c; + 2c2 + 3c3 + 4eg + 35 + 2¢6 + 1e7) <0

N(H68—67) =

o~ o~

De este modo, los pardmetros p son de la forma (n+15/2)A1+(m+15/2)As+ Ao+ g, (v). Més atin,
si se tiene otra expresion de p, p = (r+15/2)A1 + (s +15/2)Ag + Ao + g4 (1), entonces evaluando
p(Hg) en ambas expresiones y dado que v,7n son ortogonales a 3 se tiene que n +m = r + s.
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Similarmente, p(Ha, + Hq,—pg) lleva a que v(Ho, + Hoy—g) = N(Ha, + Ha,— ), como {Hg, Hq, +
H,,—p} es una base de u entonces ¢,(v) = qu(n). Ademas, n + 15/2 + AN(Hy,) + v(Hqy,) =
W(Hpy) =74+15/24+ XN(Ho, ) +v(Ha,), luegon—rytamblen n+15/24+ AN Hay—p) +v(Hay—p) =
p(Hay—p) = r+15/2 + )\(Ha2_5) + v(H,,—p) implica m = s. Por tanto n,m son tnicos y si
p=(n+15/2)A1 + (m +15/2)As + qu(X2) + qu(n). la multiplicidad de 7, en 7y es igual a:

mH (A, 1) = Z M) (n —11—414> <m :;114>

Gu(v)2gu(n)

7.2.7. Caso G(C) de tipo Es, G ~ E(_oy).

Sea g el dlgebra de Lie compleja de tipo Fg. Consideremos la forma real gg asociada al
diagrama de Vogan

a3
o

®e— O —O0O —O0 —0 — 0 —0O
ag ar [&73] as yq a3 a1

Sea G el grupo de Lie conexo con algebra de Lie gg. Entonces G es una forma real de Eg, con
subgrupo compacto maximal K ~ K; x SU(2) y K; de tipo E7. SeaT C K C G un toro maximal
de K por tanto T es un subgrupo de Cartan compacto de G. Sea ®(g,t) el sistema de raices
de g respecto a t. Bajo esta eleccién las raices simples son II := {aq, s, as, ay, as, ag, a7, ag}
con {a1, g, a3, ay, as, ag, a7} raices compactas y ag raiz no compacta. Sea {e1,...eg} una base
ortonormal de it}

041:1/2(68—67—66—65—64—63—62+61), a9 = €2 + €1, a3 = €9 — €1
Gy = €3 — €2, Q5 = €4 — €3, Qg = €5 — €4, Q7 = €¢ — €5, Qg = €7 — €g
Entonces
+ 1
T (g,t) {5 684—2 lig, Eliej}l_[( iz
1<5<i<8
6
(I)(E,t) = { + %(68 — €7+ Z(—l)liei),i(ei + 6]'), :]:(68 + 67)}1—[(_1)11.:_1
i=1 1<j<i<6
6
(e t) = {%(58 — e+ Y (1)) 6 e et e7}H( et
=1 1<5<1<6
6
\P:’L_ et {%(68 —|— 67 + Z(—l)lzel),eg :l: Ej, 67 :l: EJ}H(—l)llzl
i=1 1<j<i<6

Sea H, € ity; la rafz maxima de ®T(g,t) es B = eg + €7; la ralz a1 = e7 — €6 es la unica raiz
simple que satisface (3, a;) # 0. Tomemos entonces el algebra de Lie dada por h := CH,_¢, +
CHegtes ® CXermeg @ CXegpeg @ CXegie, @ (CX—(€7—E6) ® (CX—(E6+€8) & (CX—(68+67)‘

Sea H el subgrupo conexo de G con &lgebra de Lie by := h N gg; H es isomorfo a SU(2,1),
sea L := KNH, U :=TnNH, entonces U es un toro maximal de L; L es un subgrupo
compacto maximal de H y también U es un subgrupo de Cartan compacto de H, y también
g = RH¢, ¢y + RHegqeg. Siqy 0 % — u* es la restriccién, entonces

(b, u) = {F(e7 —€6), £(e6 + €5), £(e7 +€s)}
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Raices compactas de b
O(Lu) = {£qules + €7)}

Si ®(&) :={a € ®(t,t) | gu() = 0} entonces
5
(€)= { 4 (e —er—eo Y (~D"e) e £ ) fy
i=1 1<j<i<s

La accién de Wy sobre Wk, es trivial. Sea W[%I el conjunto de representante minimales de la
accién a derecha de Wz sobre Wi, . Entonces los representantes minimales de la accién de Wz
sobre W son de la forma Sgwi, cona=0,1,w; € W[%l, por tanto dado que gy (€7 + € — €g) = 0,

B(E/Lu) = qu ((I)(E,t) N @(5)) < ®(1, 1)

5
= {i%Qu <68 —ert+e+ Z(—l)liéz) s Equles =€), qu(es — 67)}

i=1 [I(=1ti=1
1<5<i<5
= {*+qu(es)}
27

Como siempre, la notacion = A indica que el elemento A aparece con multiplicidad m. En-
m

tonces

Se = qu(wi W) N ®(h,u) UA(E/Lu)

= {%qu (68 +er — €6+ Z(—l)l%i),qu(w £ 65), quler + es)} U
M(-1ti=1

i=1
1<j<i<5

5
{%qu (68 +er+es+ Z(_l)liei)7qu(68 +€;), qu(es — 66)} U At/ u)
i=1 [I(-nli=1
1<j<i<5
= {Qu(€7)7 Qu(€8)7 qu(ES)}
——

|
27 27 27

asi mismo

Sggwi L== {Qu55(67)7Qu55(68)7Qu(66)}
———— N N —

27 27 27
Sea A1 = qyu(€7); Ao = qu(eg) Un pardmetro de Harish-Chandra de ¢g en la cAmara asociada a
8

®(g,t) se escribe como A = Y ¢;€;, con €; los pesos fundamentales de eg respecto a @+ (g, t) y
i=1

¢; > 0. Parai # 8, sean w; € (£;Nt)* tales que para j # 8, <0z}/, w;) = 0,5, entonces w; son los pesos

fundamentales de la subalgebra € C € respecto al sistema de raices positivo T (t) := ®*(g,t) N

7
(tN#1)*. Tomando A1 = Y cwi, A2 = (2¢1+3ca+4c3+6¢4+5cs5+4cg+3c7+2¢s) 58'2“7, un cdlculo
i=1

directo verifica (ver tabla) A = A; + Aa. Si F' := (ZwieW}%l e(wi) @ (WiA1)dg, (wirg) * Yor )

qu(€e)
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entonces

> W) (@A) g on *Ysg = F (g0 * U3+ YR, = quisprn * 70, * 97, )
wGW}%

{2 % (568 + ZZ:1 ei) w2 % (268 — 2e7 + Z?:l 6,-)
Q| 2 (368 + 22-7:2 € — 61) ws |3 (368 — 3er + Zf:2 € — 61>

Oy deg + 22-7:3 €; wyq 2eg — 2e7 + 2?23 €
Q5 468 + 22-7:4 €; ws %(368 — 367 +2 2?24 62')
Qg 3es + 1 s € we €g — €7+ €6 + €5

Qr 2es + €7 + €5 wr %(68 — €7 + 2¢p)

Qg €8 + €7 WK, %(68 + €7)

Calculando los sumandos del paréntesis

O, ¥ U, *ya, = 05, ¢ > ("5 ("0 ar 2 * 027 24m) A

n,m>0
_ Z (n+26)(m+26)5
26 (n+27/2)A1 +(m+27/2)A+QU ()\2) (732)
n,m>0
n+26\ (m+26
Ogx, * VR * YR = D (") ("6 ) Osp((nt27/2) A0+ (me27/2)Aa 4 (02)
n,m>0

El factor F' es la restriccién de la representacion del K =~ e_(34)-médulo con cardcter infini-
tesimal A1, my,, a K1 N L que es un toro de L, luego F' es la descomposicién de la representacion
de e_(24) en espacios de peso, restringidos a K3 N L.

Sea v € (tN#)* un peso de my, y sea M(\,v) = dim(Vy,), la dimensién de su espacio de
pesos. Extendemos v a t* definiendo v |(y¢,)+= 0. Por la férmula de Duflo Vargas, la restriccién
de la serie discreta de G, wy, a H se obtiene calculando:

> ML) (") ("H) O tns27/2) A0 1 (m27/2)As 44 )0 ()

n,m>0
v

= > MO () (") s (nr2r/ 2 27/ g by (7-33)
n,m>0

Por tanto, si u es un pardmetro de Harish-Chandra de H tal que m® (A, ;) # 0, entonces
p=(n+27/2)A1 + (m+27/2)As + qu(N2) + qu(v), 0 bien p = —((n+27/2)A1 + (m+27/2)As +
qu(N2)) + qu(v). Tomemos i en una cdmara asociada a un sistema de raices positivo de ®(h,u)
compatible con ®T([,u) = {qu(es + e7)}, es decir, tal que pu(Hegre,) > 0. Si v es un peso de
T, €s combinacién convexa de los w(A1) con w € Wg,, como Wk, estd generado por raices
ortogonales a eg + ey y A; es ortogonal a eg + e7, entonces w(\;) es ortogonal a eg + e7 y por
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tanto v también lo es. Luego, si = (n+ 27/2)A1 + (m + 27/2)As + qu(A2) + qu(v) entonces:

((Hegter) = ((n 4 27/2)A1 + (m + 27/2)As + Ao + qu(v)) (Heg e )
= (n+27/2) A1 (Hegye;) + (m + 27/2) Ay (Hegver) + qu(A2) (Hegter) + v(Hegrer)
=n+m+ 27+ 2c; + 3ca + 4es + 6¢q + 5es + 4eg + 3c7 + 208 + V(Hegter)
=n+4+m+ 274+ 2¢1 + 3co + 4eg + 6¢q4 + des + 4eg + 3e7 + 2¢g > 0

mientras que si = —(n +27/2)A1 — (m + 27/2)A2 — qu(\2) + qu(v)

f(Hegver) = (=((n +27/2)A1 + (m + 27/2)As + qu(A2)) + qu(V)) (Hegter)
= (=((n+27/2)A1 + (m + 27/2) A2 + qu(X2)) (Heg+er)
=—(n+m+ 27+ 2¢1 + 3ca + 4cg + 64 + 5es + 4eg + 3er + 2c8) < 0

De este modo, los pardmetros p son de la forma (n+27/2)A1 + (m+27/2) A2+ A2+ qu(v). Més
aun, si se tiene otra expresion de p, pp = (r+27/2)A1+(5+27/2) Ao+ A2+qu(n), entonces evaluando
p(Hege-) en ambas expresiones y dado que v, 77 son ortogonales a eg+e7 se tiene que n+m = r+s.
Similarmente, p(He,—eq + Hegtes) leva a que v(He,—ey + Hegtes) = N(Hey—eg + Hegtes), COMO
{Heg+ers Her—eg + Hegtes ) €8 una base de u entonces ¢, (v) = qu(n).

Ademads, n + 27/2 + )‘(H67—66) + V(H67—66) = /’L(H€7_56) =7+ 27/2 + )\(H€7_€6) + V(H67—66)7
luego n = r y también n +27/2 + AN(Hegteg) + V(Hegtes) = i(Hegres) =17 +27/2 + M Hegtes) +
V(Hegyes) implica m = s. Por tanto n,m son tnicos y si u = (n + 27/2)A1 + (m + 27/2)As +
qu(A2) + qu(n). la multiplicidad de 7, en 7y es igual a:

- g w5

Gu(¥)2qu (1)

7.3. Multiplicidades de la restriccion para
el par SU(2,p) C SU(2,q)

Sean G = SU(2,q), H = SU(2,p), entonces podemos ver H como un subgrupo de G del
modo usual, por lo tanto, si ﬂf es una representacion de cuadrado integrable de G con pardametro
de Harish-Chandra A queremos analizar la restricciéon de 75? al subgrupo H. Antes de entrar en
detalles, enunciaremos la técnica empleada de un modo general.

Para o € u* sea dq = 0_n /2 — 042, €ntonces

do * Yo = Yo * do = Yo * 5—@/2 Yo 501/2 = Z Ona — Z 5(n+1)a = 50) (7'34)
n>0 n>0
y también d_, x Y, = —do * Y, = —. Si S = {a1,...,ar} C u* es un multiconjunto estricto

de b, definimos dg = do, * da, * -+ - * dg,, se sigue de (Z34) que ds * yg = dp. Sea L C H es
un subgrupo compacto del mismo rango de H, sea u una subalgebra de Cartan de [ por tanto
también es subdlgebra de Cartan de h. Sea G un grupo de Lie que contiene a H, y A un parametro
de Harish-Chandra de G; y sea Wf una seria discreta con parametro de Harish-Chandra A, para
calcular la descomposicién en H de 71)?, un teorema de Duflo y Vargas [DVI10] relaciona las
multiplicidades de la restriccién a H con las de las multiplicidades la restriccién a L.
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Teorema 7.3.1. Supongamos que 7T>\ tiene restriccion admisible a H. Sea Sy, un sistema posi-
tivo de ®(h/l,u). Entonces

ds,, x Y mP Ao, ==Y m (A Wi, (7.35)

veu* veu*

Sean H C H grupos de Lie del mismo rango. Sean L, L:=HnNL subgrupos compactos
maximales de H y H respectivamente, y supongamos que H, H tienen el mismo rango que
L.L (en partlcular esto vale si H, H tienen representaciones de cuadrado integrable no nulas).
Entonces Rango (L) = Rango (H) = Rango (H) = Rango (L).

Proposiciéon 7.3.2. Si H C H son subgrupos de Lie del mismo rango de un grupo G. Sea A

un parametro de Harish-Chandra de G, tal que 7T>C\; es tiene restriccién admisible a H y a H,

entonces

ds, x> mf (A )8, =+ m (A w3, (7.36)

veu* peu*

Demostracién. Primero, apliquemos el teorema [7.3.T] para el caso L C H, entonces

dgN Zm (A, n) n—:l:Zm (A, p)o (7.37)

neu* peu*

Aplicando nuevamente el teorema esta vez al caso L C H se tiene que

ds; ; * > mtand, =+>" m (A v)d, (7.38)
neu* veu*
Entonces _ N
> mP (A )b, = 05, ;% > mf (A ), (7.39)
neu* veu*

De modo que (Z.37) y (Z.39) concluyen

Og. - * Zm A\, v) l,—:l:Zm (A, p)o (7.40)

h/1
veu* peu*

El multiconjunto Sb/[ = {a € ®(h,u) | @ & ®(I,u)} se escribe como unién disjunta de

Si={a€®(bu)[agd(u)}y S, ;={aecdbu)|age(bu)} ypor tanto
* 08 = ds, gk dgp g% 0s; = ds, g% 00 = ds o

Esta igualdad y (EZIII) demuestran la proposicién 0

Concentrandonos en el caso G = SU(2,q) := {A € SL(¢+2,C) | A*I, ;A = I 4}, con I,
la matriz diagonal diag(1,1,—1,—1,...,—1). Sean ®(g,t), ®*(g,t), P(¢,t), dT (& t), los conjuntos
definidos en la seccién 1. Identificamos el grupo SU(2,p), p < ¢, con un subgrupo H C G de

manera usual; a saber H = {A €eG|A= (? IO )B € SU(Z,p)}.
q—p
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Sea A € & (g,t) un pardmetro de Harish-Chandra de G, entonces la restriccién de 75? a H es
admisible y se descompone en suma directa series discretas, cuyos parametros de Harish-Chandra
de H pertenecen a una unica camara de Weyl de H, que es compatible con la cimara de G. Mas
exactamente, sea K un subgrupo maximal compacto de G; Sea A € it* un parametro de Harish-
Chandra de G, entonces K = K7 X Ko X Z y esta descomposiciéon genera una descomposicion

t=tNe +tNe +tNéx

donde cada sumando es una subalgebra toral maximal en el sumando de ¢ que lo contiene. Por
tanto, A se escribe como A = Ao+ A1 + Az con A2 € (tNE)*, Ay € (tNE)*, Az € (tNEx)* (como
en la seccién 1).

Teorema 7.3.3. Sea (71')\ +>\Z=V>\1+>\z) la representacion irreducible de K1 X Z con cardcter

infinitesimal A\ + Az. Sea A(Vy,1a,) el conjunto de pesos de la representacion W/{?Q\ZZ, para

v e A sea dim(Vy 41, )y, la dimension del espacio de peso v. Entonces los pardmetros de Harish-
Chandra i de H tales que m™ (X, p) # 0 son de la forma p = v+nA;+mAo+95E (A +A2)+qu(X2)
conn,meZ,neAVy)y Wf ocurre con multiplicidad

. +q—p—1 +q—p—1
Z dim(Va x5 )vo (mq—qpfl )(nqufl )
OEA(Va 12 ,)
quy (vo)=v

Sea T' C K un toro maximal de K y sea U =T N H , entonces Y es un toro maximal de
L := H N K, consideremos el subgrupo G de G localmente isomorfo a SU(2,1), construido en
la seccién 1, y sea H = G 4 U. Un toro maximal de G N K tiene algebra de Lie complexifi-
cada con base {H¢,_s,, Hs, —c,}, mientras que el dlgebra de Lie complexificada de U tiene por
base {H¢,_s,, Hs,—5,,--.,Hs,—e, }; Puesto que Hs, _, = Hs 5, + Hs,_s, ... + Hs,_,, entonces
Rango (H) = Rango (H).

Las multiplicidades de la restricciéon de 77/\ de G a H se calculan usando la férmula de Duflo-
Vargas:

=3 mTAmdu=| Y BN g *Uss

VEu* weWz\Wgk

En este caso, ®(&) = {£(d; — 9;)) }p<icj<q, en este caso la accién de Wy sobre W, es tri-
vial; por tanto si WI% es un conjunto de representantes de la accién a derecha de Wy sobre
Wk,, un conjunto de representantes de la accién a derecha de Wy sobre Wi, es de la forma
WE = {wSs | w € W[% ; B = €1 — ea}. La eleccién del sistema de raices positivo, da como
conjunto de raices no compactas positivas \I/+ {61 —0;,0; — 62}1§i§q; para w € ng entonces
wd =00y Spwdl = —P. Sea Sy, = qu(‘lff{) \ (b, u).

Como ®(h, u) = {£qu(e1 — 01), £qu(01 — €2), Fqu(er — €2)} y (1) = {£qu(e1 — €2)}, entonces
para w € W[%l:

O(t/1u) = {+q,(6; — 95) Yi<p<j

_ _ (7.41)
SH=a/Lu)US, = {qu(d — &), quler — 6;), u(0j — €2)}o<js i<p; i<
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Asi, podemos tomar como un sistema positivo de ®(h /E, u) al conjunto

Sy = {au(dj — €2), quler — J5) ba<j<p-

En consecuencia el lado izquierdo de (7.36)) es igual a

ds, | D eW)m(Wat A2) 0y, wirg+r))* Yars /i) | * <5qu(xz>* Us,~ Ogu(Spre* y—sn>
weWﬁl
(7.42)
El conjunto S,, es igual a la unién disjunta de Sy y S2 = {qu(d; — €2), quler — ;) }p<j<q;
entonces yg = Ys, s * Yse: Asi,
s, 5 * (00 Us, = Oantsner* U-s, ) = Sasirar* Us, +0-qu)* ¥-s, (7.43)

Ademss, si j > p, 1 < i < p, entonces

qu(€1 - 5j)(H6i_6i+1) = qu(el)(H5i—5i+1) 0; qu(éj - 62)(H6i_6i+1) qu ( )(H5 51+1) =0
QU(el - 6j)(H€1—51) = qu(el)(Hel—fﬁ) 1; Qu(éj - 62)(Hﬁ1—51) = ( )( €1— 51) =0
Qu(q - 5j)(H5p_62) = Qu(el)(Hép—e ) 0; Qu(‘sj - 62)(H5p—e ) ( )( ) =1

Dado que {Hc, s, Hs,—sy,---,Hs, s, Hs,—c,} es una base de u entonces q,(e; — §;) =
qu(€r);  qu(0; — €2) = qu(—e2) para todo i > p. Sean A1 = qyu(€1); A2 = qu(—€2), entonces
Sy = {A1,As2} y cada elemento tiene multiplicidad ¢ — p. Entonces (.43]) es igual a

m+q—p=1y (n+q—p-1\ ( § _ +9 7.44
2;0( q—p—1 )( qg—p—1 )< quA2+nA1+mA2+%(A1+A2) —qura—nA1—mAy—1 p(A1+A2) ( ' )
n.m>

Para calcular la ltima sumatoria en (T.42]), sea (71')[\{1 f)\i . Vit ) la representacion irreducible
de Ky X Z con carécter infinitesimal A\;+ Az. El subgrupo (K7 x Z) N L tiene &lgebra de Lie
complexificada Liec((Ky1 x Z)NL) =:uy = @572—11 CHs,—5, ., ® C(H,—s, — Hs,—,), luego (K7 x
Z)NL CU es un toro y ademas u =u; & CH,, _.,. En consecuencia, la restricciéon de ﬂ){iﬁs\i al
subgrupo (K3 x Z) N L es precisamente la descomposicién en espacios de peso restringidos a la

subdlgebra abeliana u;. Por la férmula de Heckman:

Z e(w)w(w(Ar+ )‘Z))(SQul(w()\rl-Az)) Yo+ (1oex furm) = Z m(K1><Z)ﬁL()\1+ Az,v)0, (7.45)

wEWﬁl veuy

Los elementos del conjunto ®T(€; & & /u1,u1) son exactamente los elementos de <I>+(E/Y, u)
restringidos a u;. Més ain, dado que w(A + Az)(He—e,) = 0 para todo w € VVK1 yu =
u ®CH,, _,, los elementos 5qu1 (w(Mi+rz)) Son simplemente las restricciones a u; de g, wA+Az))i
en virtud de lo cual la dltima sumatoria en (7.42]) es igual en uy al lado izquierdo de (IEE) y es
cero en CH,_,. Por tanto, si extendemos cada v € uj a u* definiendo v(H,,_,) = 0, el lado
derecho de (745]) es igual a la sumatoria en (.42]).
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Sea A(Vy,4a,) €l conjunto de pesos de Wﬁfé . Los v € uf del lado derecho de (45]) que

satisfacen mE1*X2)NL (N + A7 1) # 0 son de la forma v = gy, (1) para algin vy € A(Vy1a,),
luego

mECDL (N Az )= Y dim(Vaeag )u (7.46)
I/OEA(VX1+>\2)
quy (vo)=v

Las igualdades (Z.4€), (Z36)), (Z43)), (C42) concluyen

+ Z mH()‘7 :u)(su = Z Z dim(VAH-Az)VO <5QU(VO)*5Qu()\2jkysn_6Qu(VO)*6Qu(sﬂ)\23ky—5n>

pEU* veus I/OEA(VA1+AZ)
quq (vo)=v
(7.47)
Entonces por (Z.47) y (Z.44)) los pardmetros de Harish-Chandra, u, de H tales m™ (X, u) # 0
son de la forma p = v +nA;y + mAs + SE(A1 + A2) + qu(X2), o bien, p = v —nAy — mAy —
LA+ Ag) — qu(X2), con v € u* tal que existe vy € A(Vy4a,) con qu(vo) =v; n,m € Zxg.
Para vy un peso de una representacién irreducible, un teorema de Kostant asegura que vy =
EweWKl cowW(A1+ Az+pK,); con Y ey =1, ¢ > 0. jEn qué cdmara estén la restricciones?. La
condicién de compatibilidad entre los sistemas de raices positivos de K y L implica que g, (€1 —€2)
es una raiz positiva con respecto a la caAmara determinada por p; es decir, u(H¢,—,) > 0. Por lo
tanto, si p = v —nA; —mAs — LE(A; 4+ A2) — qu(A2)

(v —nA; — mAg — %(Al + A2) — qu(X2))(Hey—e,) =
VO(Hel—ez) - nAl(Hel—ez) - mA2(H61—62) - %(Al + Az)(HEI—EQ) - )‘2(H€1—62) =
—n—m=—(q—p) = A(He-e) =—n—m—(q—p)— (a1 —az) <0

La tultima igualdad se sigue de (.2]) en la seccién 1. Esto concluye que los pardmetros u que
aparecen en la restriccion son de la forma

w=v+nA +mAy + %(Al + A2) + qu(N2)

Més atin, si también p = n—+7A; +sAs + SE (A + Ag) + qu(A2) para algin 1 = qu(no)r, s € Z>o,
donde 19 € A(Vy,4+x,), entonces dado que (A1 + Az —pK,)(He—e,) = 0y Wk, estd generado
por raices ortogonales a €; — ez se sigue que no(He,—¢,) = Vo(He—e,) = 0, pues ng, vy son
combinaciones convexas de w(A+ Az —pk,), w € Wg,. Por tanto evaluando p(He, —e,) se tiene
quen+m+q—p+A(He—e,) =7+ 5+q—p+ A2(Hey—e, ), luego n+m = r + s. Por otro lado,
sea H = > He—s5,+He,—5, €uasique A1(H) = p; Ay(H) = —p considerando p(H) en ambas
expresiones se sigue que 7o (ﬁl ) +pn—pm = I/o(ﬁ ) + pr — ps; dado que H esté en el centro de I,
w(A + Az — pr, ) (H) = (M + Az — pk, )(H) para todo w € Wk, ; como v, 79 con combinaciones
convexas de estos elementos, se sigue que vo(H) = no(H), luego pn — pm = pr — ps, y como
m+n =1+ s sesigue que n = r; m = sy por tanto q,(vp) = qu(no). Entonces por (T.47), y
(744)) la multiplicidad de p es

. +q—p—1 +q—p—1
Z dim (V41 )vo (mq_qpi )(nqufl )
V()EA(VX1+>\2)
quy (vo)=v
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Maés atun, para 1 < i < p se tiene que

W+ ao)er—8) = Y cwlwhit Az—pr,) + qu(Xa) &1 — &)

wEWKl

= 3 cula) —prw e — 6)

wEWKl

=D (al—bw*(z’>+w>

wEWKl

> ew (vt + ) = 3 e, =5 >0

wEWKl weWKl

Y

y similarmente

W+aa)di—e) = Y cw(whit Az—pr,) + qu(X2), 6 — €2)

wGWKl

= Z Cu(qu(N) _prw_l(éi —€2))

wGWKl

= Y (ca by - R0

wGWKl

S e (q —w i) + 1 7‘1*1‘22”’1“)) = > it =1%1>0

wEWKl weWKl

v

entonces ({, €1 — ;) > %4—714— TL>0; (0 — e > % +m+ 5L > 0.

Si pu es un parametro de Harish-Chandra con m(A, u) # 0, sea @, = {« € ®(b,u) | (o, ) > 0}
el sistema de raices positivo de ®(h, u) determinado por p. Por lo anterior, las raices no compactas
positivas de ®(h,u) son {e; — 6;,; — €2}, y para algin w € Wg,, ®y), N (g, t) = {e1 — ;,0; —
d;,0; — €2}1<i<j<p, por un teorema de Harish-Chandra 7, y 7, son unitariamente equivalentes.
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Capitulo 8

Relacion entre la formula de Duflo -
Vargas y la formula de Gross -

Wallach

Sea G un grupo de Lie conexo, simplemente conexo, sea K C G subgrupo compacto maximal,
y T un toro maximal de K tal que el adlgebra de lie de T' complexificada t es una subalgebra de
Cartan de g := Lie(G)®C. Sea ¢ una involucién de G y H la componente conexa del conjunto de
puntos fijos de 0; H = (G7), = ({x € G | o(x) = x}),; en este caso el par (G, H) se dice un par
simétrico y H se dice un subgrupo simétrico de GG. Sea 6 la involucién de Cartan de G relativa a
K; esto es, K es el conjunto de puntos fijos de 6, entonces el dlgebra de Lie g se descompone como
g = £ ® p. Supondremos que 0 y o conmutan. Entonces H tiene subgrupo compacto maximal
KNHyTNH es un toro maximal de K N H, més ain, Rango (K N H) = Rango (H), luego
(to Nhg) ® C = tN b es una subdlgebra de Cartan de b.

Dado un parametro de Harish-Chandra A\ de GG, consideremos @;\r(g,t) el sistema de raices
positivo para el cual A\ es dominante, y tomemos S la raiz maxima relativa a este sistema. En-
tonces (3 se escribe como combinacién entera positiva de las raices simples II, 8 = > iy mac.
Sea ®(E,t) las raices de €, elegimos el sistema positivo ®*(€,t) = ®(&,t) N &) (g,t). Sea ¥, =
@;\r(g, t) \ ®(&,t) la raices no compactas positivas, y sea II,, = II N ¥, las raices simples no com-
pactas. La representaciéon asociada a A, 7y, se dice pequena (en el sentido de Gross-Wallach) si
M) => acll, Ma < 2, en este caso, existen a lo mds dos raices simples no compactas.

= Si M(A) =0 entonces G = K es compacto.

» Si M(\) = 1, entonces G/K tiene estructura hermitiana. Sea €; la subdlgebra de Lie g
generada por las raices simples compactas, y sea ¢, el centro de €, entonces ¢ = | & c.

= Si M(A) =2, entonces 3 es compacta. Si tomamos el diagrama de Vogan de G, respecto a
nuestro sistema de raices simples elegido, y lo extendemos agregandole un vértice corres-
pondiente a la raiz —(, y el niimero de aristas segin la construccion clésica, es decir, un
vértice a del diagrama de Vogan estd conectado al vértice —3 por («, BY)(B,a") aristas.
Entonces el nuevo diagrama tiene a lo més dos vértices coloreados y a lo més componentes
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conexas de raices no coloreadas. A, el subdiagrama consistente de las raices simples com-
pactas. Sea A la componente conexa de A, que contiene a —f3, y sea A? el complemento de
Al en A,. Para i = 1,2 sean ¥; las subalgebras de £, generadas por las raices A’. Entonces
t =t Ome @ ¢ [GW00], [OW10]. Sea K el subgrupo de K conexo, simplemente conexo,con
algebra de lie ¢;.

Supongamos que M (A) = 2. La férmula de Gross-Wallach, calcula la descomposiciéon de una
representaciéon pequena, wy, de G a un subgrupo simétrico H que contiene a K;, pasando a
su andlogo algebraico, esto es, calcula la descomposicién del (g, K)— moédulo asociado a la re-
presentacién (my, G) en (h, K N H)-médulos. Para enunciar dicha férmula fijemos notacién. Su-
pongamos A un parametro de Harish-Chandra de G con sistema de raices positivo @ tal que
M () = 2. Sea sk el inico elemento del grupo de Weyl, Wi, de K de longitud maxima, por tanto
sg®T (e, t) = —dT (L, t). Entonces si P := —sg®), se obtiene un sistema de raices positivo tal que
PN &L t) = & (¢,t). Sea b el subgrupo de Borel definido por P. Sea hy = =3 o1 sk (Ha)
(esta suma tiene a lo mas dos elementos no nulos), y tomemos la subédlgebra parabdlica de q
generada por hi:
1=t P qu=lou
a(h1)>0

donde [ es el factor de Levi de q y u el radical nilpotente. Sea L el subgrupo conexo de K
cuya dlgebra de Lie complexificada es [, obsérvese que el conjunto ®*([,t) := {a € F(E,t) |
a(h1) = 0} es un sistema de raices positivo de L. Como es usual, sean pr,, px la semisuma de las
rafces en ®T([,t) y &1 (&, t) respectivamente; para el pardmetro de Harish-Chandra A, definimos
A = spsg(A+ pg) — 2pr. Entonces A es un peso entero dominante respecto al sistema @1 ([, t),
y podemos considerar el L-médulo irreducible F* con peso méximo A.

Sea H un subgrupo simétrico de G que contiene a K1, y h su algebra de Lie complexificada
entonces qp := q N bh es una subdlgebra parabdlica de h. Tomemos by = b N b entonces, salvo
conjugacién por K N H, by es la tnica subdlgebra de Borel # estable en qz. Tal eleccién de by
determina un sistema positivo de ®(h,hNt), Py. Sea spynx el elemento de longitud maxima del
grupo de Weyl de KN H correspondiente a la eleccion de la subalgebra de Borel €Nby y tomemos
el sistema de raices positivo de b, ®*(h,h Nt) :== —sgnpPy. Sea K el subgrupo compacto dual
de H correspondiente a la eleccién de subgrupo compacto maximal K N H.

Teorema 8.0.4 (Gross-Wallach). Sea D)y el (g, K) mddulo de la serie discreta con pardmetro
de Harish-Chandra A, de G, y sea Df el (h, H N K)-mddulo con pardmetro de Harish-Chandra
u, de H en la cdmara determinada por Py. Sea pp la semisuma de las raices en Py Entonces

Dy =& m"(\ wDf
veh*

Mds aun, si FA|L = @FNi es la restriccion de FA en LN H-submddulos irreducibles entonces la
multiplicidad es igual a

H()\’ :u) ( d1m (H/LNH) Z Z pu/(uﬁh (A + Pr + wSHﬂK(:u))
t weWg

donde py/uny) €s la funcidn particion del conjunto
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O(u/(unh), tNu) = qure({o € (u, 1) | qune(a) # 0}) \ @((unh), (uNt))

Para analizar la relacién entre esta férmula y la férmula de Duflo y Vargas, en lugar de to-
mar el pardametro de Harish- Chandra A consideramos sx A. Por un teorema de Harish-Chandra
si Ty, Ts,n son las series discretas de G con pardmetros de Harish-Chandra asociados A, sgA
respectivamente, entonces 7y, T, son unitariamente equivalentes. Por tanto analizar la des-
composicién de 7y es exactamente analizar la descomposicién de 7, . La ventaja de analizar
la segunda representaciéon con respecta a la primera, es que el sistema de raices positivo ®g, \
determinado por sx A es precisamente —P dado en él desarrollo de Gross-Wallach.

Para i = 1,2 sean w; := @y, )=; 8a; P(ui 1) := {a | a(h1) = i}. Obsérvese que u =u, S u,
y ug C #; ademds, las raices no compactas positivas respecto a @, son —®(uy,t), mientras
que las raices compactas positivas son —(<I>+([, t) U P (uq, t)), las raices simples de ®,, \ estan en
O([t) UP(ug,t)

Sea w’ € Wy, de longitud [, entonces w’ permuta las raices positivas, excepto [ raices positivas
de ®T(I,t) cuyas imdgenes por w’ son raices negativas. Visto como un elemento de W (g, t), w’
tiene la misma longitud [, esto es, w’ permuta todas excepto [ raices positivas de @, », las cuales
son precisamente raices de ®*(I,t). Por tanto la imagen por w’ de una raiz no compacta positiva
es una raiz positiva; mds atin, w’ es generado por raices compactas, luego la imagen por w’ de
una raiz no compacta es una raiz no compacta. Por lo tanto, si w’ € Wy, w'u; = uy.

Sea Wl := {wy € Wi | l(wow') > I(wp)para todo w’ € Wy }. Todo elemento de w € Wi se
puede escribir de forma tnica como w = w'wg con w’ € W y wo € WL, Luego si w = w'wg con
Sg,l = Sfal. A nivel de dlgebras complejas se tiene

=t 0t Py =L Dt B
ENh=8t dmo Dy INh=1 dma D co
o(e/enDh) = (I/INh) = O(tz/my) Wi, =W, x Wk,
Wi =Wr x WE =Wk, x W, Winn = Wi, x Wa,

Por hipétesis H contiene a Kp, por lo cual, si gy denota la restriccion de t* a tNh*, la
descomposicién de K = Kj; X Ky x Zj genera una descomposicién a nivel de subdlgebras
t =tnt @ tNe, ® tNc donde cada sumando es una subdlgebra toral maximal en el su-
mando de ¥ que lo contiene, por tanto todo n € t* se escribe como n = 1y + 12 + N, con
cada n; € (tN€)*, n. € (tNe.)*. Asi, pasando a la subdlgebra se tiene la descomposicién
tNh = tNeg & tNm, @ tNc por lo cual la restriccion gy sobre el primer sumando es la
identidad.

Sea wo € W, dado que Wy, C W, actiia trivialmente sobre el segundo y tercer sumando,
por tanto

qinn (wo(m + 12 + 1¢)) = @ (wo(m) + 12 + 1) = wo(m) + qnn (N2 + Ne) = WoGnn (M + 12 + 1c)

Dado que ®(h/hNE,tNh) = ¢((uy ®uy) Nh,tNh), y si tomamos A(¢/€NHh) un sistema
positivo de ®(¢/€Nh,tNh), como gy (wo(n)) = woginy(n), para todo wy € WL se tiene entonces
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que

ST = AE/EN D) U g (— wy ' @(uy, 1)) \ @((w &) Nb,tN D)

= A(e/enh) Uwy ' (= qrp®(uy, 1) \ @((u &) Nh,£N D)
= A(t/enh) Uwy ' (= @(u,/u, N))

Aplicando la féormula de Duflo Vargas para el andlisis de la restriccion de la serie discreta de
G con parametro de Harish-Chandra sx A al subgrupo H se tiene

Z mH(SK)\,/L)(S“: Z E(w)(sfhnh(wsK)\) * yS’UIJ{

pei(tNh)* weWg

_ -1
= Z e(w )5th(w*151<>\) *Ysi |
we Wi

_ /

= E e(wo)e(w )6th(w51(w’)*lsx>\) *YgH
w

woe WL 0

w' eWp,

=D D ewo)ew)d 10 wtsen) Y g (B fu )y YA/
wo€ WL w'eWr,

(8.1)

Dado que el segundo término de la convolucién no depende de de Wy, la ultima suma es igual a

Z E(MO)y_walmnh(q)(ul/ulﬂb)) Z e(w,)éwoilth(w/flsK)\) * yA(E/bﬂE)
woeWL w'eWrg,

_ /
= Z €(W0)Y oy gy (®(ur fur ) * 5w51qm(pu) * Z e(w ww?m(w’*sxk—pu) *Ya/one
woEW L w'eWp,

(8.2)

Queremos calcular la sumatoria en paréntesis. Como A(t/€Nh) C ®(¢,/m,), y para todo wy €
WL 1a accién sobre t N €, es trivial, entonces woA (/€N h) = A(E/€Nh) y también wy ' A(E/EN h) =
A(t/END).

Antes de continuar, recordemos un hecho general sobre distribuciones. Dada una distribucién
S sobre R™ | y un isomorfismo lineal F' : R® — R", entonces F induce una aplicaciéon F” :
C®(R™) — C*>°(R™); esta aplicacién induce a su vez otra distribucién sobre R™ notada So F' del
siguiente modo: si ¢ € D(R™) C C*°(R™) es una funcién test, (S o F)(¢) = S(F'(¢)) = S(¢po F).
Se verifica que, en efecto, S o F' es una distribucion sobre R™. Para nuestro caso, la distribucién
delta y (w : it* — it*) € Wk, por definicién si ¢ € D(t*) C C* es una funcién test y n € it*
entonces

Suwn(@) = ¢p(wn) = (¢ ow)(n) = (8 o wo)(¢) (8.3)

Luego una suma de la forma ), ai(?walm es igual a (Y, aidy,) o (wy ). Ademds, por la linea-

lidad de w se satisface (d, * ;) ow = dpqr ow = Sw(ner) = Own * Owr.



101

Si A = spsg(N+ pg) — 2pL, entonces la representacion irreducible de L de peso méximo A
tiene cardcter infinitesimal

A+ pr = spsk(A+pa) — pr = sL(sk(N) + sk (px) + sk (pn) — sL(pr)) =
= sL(sk(N) = px — puy + pL) = 5L(Sk(A) = puy — pL — puy + pL) = SL(sK(A) —pu)  (84)
Dado que [ 'y [N b son subdlgebras de Levi de g y h tienen subdlgebras de Cartan t y tNh

respectivamente. Aplicando la férmula D-V de la restriccién de L a L N H de la representacién
con parametro de Harish-Chandra A + py,

> mM A+ pr,v)0 = Y e(W)g wirtor)) * Yarinn)
vei(tnh)* weWr,

= D e(W)O gy (wlsr sk N)—pu))) * YA(eenn)
weWr,

= Y e(W)e(sL)d gy wlsk M) * Yate/enn)
weWy,

Entonces para todo wg € Wt
Do o mM (A4 pp, )80 (wyh) = D e(w)e(SL) gy (wsic (V—pu)) * Ya(esenn) © (w5 )
vei(tnh)* weWr,

= D (el 1g, w(sre (=) * Vg LAGe/ED)
weWrp,

= D W)elsL)d 10 (s * Ya(e/)
weWr,

El término de la derecha es precisamente término de la sumatoria entre paréntesis de (8.2]). Esto
junto con (8.1)), concluye:

Z mH(sK)\, /‘)5;1 = Z E(wo)mLmH(A—i_pL’ V)(Swgll/ *y—walmnh(‘i’(ul/ulﬂb)) * 5wglqmn(ﬁu)

pEi(tnh)* woEWE
vei(tnh)*
por tanto si m(sg), p) # 0, entonces para algin Q = > neQ y algun cardcter

aced®t (ug /uinh)
infinitesimal v tal que m™ " (A + pz,v) # 0 de p es de la forma

= —wo_l(Q + GinpPuy — lou1ﬁb) + w(]_l(’/) + wal(ﬂﬁhpu

ademds, —qinpPuy + Puinh T GnpPu = —GnpPuy + Puinh + GpPur + Qb Puz = Puinh t Puznh = Punp
luego Q = wo(—p) + v + pyny. Como mEM (A + pp,v) # 0, la representacién irreducible de
LN H con caracter infinitesimal v, (o, FA), ocurre en la representacién irreducible de L con
cardcter infinitesimal A + pr, (7, F A). En términos de pesos méaximos el peso maximo de o es
Ay, =v — pral, luego FA = @FM | asi que

Q = wo(—p) + Ay + pran + puny = wo(—p) + Ay + p. (8.5)
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Dado un A, fijo, el nimero de expresiones () para las cuales (83]) se satisface es precisamente
Py /urpy(wo(—p) + Ay + p), esto concluye que la multiplicidad es igual a:

mH(sK)\, u) =+ Z mLﬂH(A + pr, V) Z e(wo)Pu/(uﬂh)(’wo(—,U) + A+ p[?)
v woEWL

Si e ®T(h,hNt), existe uy dominante respecto a Py, tal que p = —sxnmo-
Obsérvese que Wl C W, esto concluye la suma de la multiplicidad en la férmula de Gross-
Wallach se puede simplificar a la suma sombre el conjunto W%. Entonces

Corolario 8.0.5. Si up € Py

0= Y > elwm O\ )Py (wolsanxpo) + A+ pg)
VEIN* weW J\WL
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