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Resumen En este trabajo se presenta la resoluciéon de un problema que se
adapta a los cursos de Analisis Numérico. En particular se sugiere como proyecto
sobre Métodos Numéricos para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) para
alumnos de Ingenieria. El problema consiste en simular el movimiento de un
manipulador, para ello se debe resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden que surge de plantear las ecuaciones dinamicas del
modelo propuesto. Se utiliza la rutina de MATLAB ode45 que estd basada en
una férmula explicita de Runge-Kutta (4,5) de Dormand-Prince.

1. Introduccion

En muchas aplicaciones aparecen modelos descriptos por sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias que, debido a su complejidad, es necesario recurrir
a métodos numéricos para resolverlo.

En esta contribucién se presenta un problema de interés tanto en Ingenieria
Mecanica como en Robética y Optimizacion. El problema general consiste en la
resolucion de la dindmica de varios cuerpos rigidos en contacto [2]. Este proble-
ma que en las Ultimas dos décadas ha sido motivo de intensa investigacion, se
modela como un sistema de ecuaciones algebraico-diferenciales. Si se considera
un unico manipulador y se ignora cualquier tipo de contacto es posible deducir
un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias. Este tltimo modelo es pro-
puesto como proyecto de computacién a los alumnos de Ingenieria y es el que
se presenta aqui.

El trabajo estd organizado como sigue: en la seccién 2 se repasan breve-
mente los métodos numéricos que se utilizan en la resoluciéon del modelo del
manipulador que se describe en la seccién 3. En la seccién [4] se presentan
los resultados obtenidos para un manipulador con tres eslabones. Finalmente,
las conclusiones y comentarios finales sobre el proyecto propuesto se dan en la
seccién [5].

2. Breve revision de los métodos de Runge-Kutta

Consideremos el problema con valores iniciales de primer orden,

evpf Y= 1oy

donde f : R — R es una funcién continua. Esto es, dados f, g, yg, buscamos
un intervalo (zg — d,zo + ) y una funcién y : (zg — 9, zo + 0) — IR derivable de
modo que y'(z) = f(z,y(x)) V € (r0 — 6,70 + ) e y(z0) = yo.



Bajo ciertas hipotesis sobre la funcién f es posible garantizar la existencia
de una unica solucién del problema PVI.

Teorema 1 (Ezistencia de solucion)
Sea f: D — R una funcion continua en D = {(x,y) :| v — zo |< a,| y —
yo |< B}, entonces el problema PVI tiene una solucion y(x) para todo x tal que

| 2 — o |< min(a, M) con M =maz | f(x,y) | para todo (z,y) € D.

Teorema 2 (Unicidad)

Sifuy a—f son continuas en D, entonces el PVI tiene una unica solucion en el
Yy

g

intervalo | x — g |< min(a, M)

Las demostraciones de los teoremas se encuentran en la mayoria de los textos
dedicados a ecuaciones diferenciales, por ejemplo [9].

Al resolver este problema aplicando un método numérico se obtiene una
sucesion de puntos {(xy,yn)}, donde y, = y(z,) es un valor aproximado de la
solucién en x,; a partir de estos datos se puede construir una solucién aprox-
imada g(x). Entre los métodos numéricos que resuelven el PVI se distinguen
dos clases de métodos: los de un paso y los de paso muiltiple.

Si asumimos que la funcién f(z,y) admite derivadas parciales de orden m+1
continuas, consideramos una particién de la variable independiente igualmente
espaciada por h y tomamos el intervalo [z, Z,+1], entonces la funcién y(zy,41)
puede ser aproximada por la serie de Taylor alrededor de z,,,

/ h2 " h3 " h™ T
Ynt1 :yn—i_hyn—f—?yn—i_?yn +~~+W?/£Lm)+Ema (1)
hm+1
donde EL = mym+1(a: +60),0<6<1.

Los errores de truncamiento siempre estan presentes y son inherentes al método.
Claramente el error local de truncamiento es O(h™*1) mientras que el error
global de truncamiento es la suma de los errores locales y es O(h™) [9].

En 1885 Runge propuso evitar la diferenciacion sucesiva en los métodos de
Taylor preservando la muy buena exactitud en el calculo de la solucién aproxi-
mada. La caracteristica de la familia de métodos Runge-Kutta es proponer una
aproximacion para evaluar y,+1 a partir de y, en funcién de pardmetros inde-
terminados y hacer que la aproximacién sea del mayor orden posible usando
evaluaciones de funciones f(z,y) en el intervalo [z, x,+1]. La forma general de
la familia de métodos de Runge-Kutta es,

Yni1=Yn +h > wik, (2)
i=1



donde w; son coeficientes de peso a determinar, s es el nimero de evaluaciones
de f(z,y) y k; satisfacen la siguientes férmulas recursivas,

kl = f(l”m?/n)a -
kz:f(xn+czh7yn+hzaljkj)v ’6.22,...,5, (3)
=1

donde los valores de a;j, ¢;, 1 =2,...,s, j =1,...,i — 1, deben determinarse.

Para caracterizar un método de Runge-Kutta en especial, se comparan las
expresiones (1) y (3) y se obtiene un sistema de ecuaciones no lineales cuyas
incognitas son los pardmetros w, a, ¢. Si s =1y w; =1 se tiene el método de
Euler. La familia de los métodos de Runge-Kutta de segundo orden (s = 2) se
obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones no lineales,

wy + wz = 11,
WaCy = %7 (4)
woag = —.
2021 5
La solucién del sistema (4) depende obviamente de la eleccién de wy. Siwy = 3
1
entonces wy = 3’ co = ao1 = 1, se obtiene el método conocido como método de

1
Euler mejorado; si wo = 1 entonces wy = 0, ¢g = a9 = 3’ se tiene el método
3 1
de Euler modificado o del punto medio, mientras que si wy = 1 resulta wy = 7
2
Co = a9 = 3 se tiene el método de Huen.

Andlogamente se obtienen los métodos de Runge-Kutta de orden superior.
Entre estos definitivamente el mas popular es el método de Runge-Kutta de
orden cuatro que tiene la siguiente expresion:

h
Ynt1l = Yn + g(kl + 2k + 2k3 + ky),

1 h 1
donde k1 = f(xnayn)a ky = f(xn + Ehayn + §kl)a ks = f(xn + Ehvyn +

h
§k32), ks = f(xn + h,yn + hks3).
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Figura 1: Método de Euler mejorado (Runge-Kutta de 2° orden).

En la figura 1 se compara el error cometido al aplicar el método de Euler
mejorado, a partir de un punto inicial y(z¢) = yo y un paso h, con el error
cometido al aplicar el método de Euler. En la figura 2 se da una interpretacion
geométrica de los valores de k;, ¢ = 1,...,4 que son las pendientes de las rectas
que aparecen dibujadas; la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos
(xo,y(x0)) y (xo+h,y(xo+h)) es una suma ponderada de los k; en los métodos
de Euler mejorado y Runge-Kutta de 4° orden.

Se observa que no hay un tnico método de Runge-Kutta para cada orden
sino una familia de métodos y que el nimero de evaluaciones de funciones
aumenta mas que el orden del mismo. Por ejemplo el método de Runge-Kutta
de orden 3 requiere de 3 evaluaciones de funcién, mientras que los de orden
4 requieren 4 o 5 evaluaciones y los de orden 6 requieren 7 u 8 evaluaciones.
Claramente, los métodos de Runge-Kutta mas usados son los de orden no mayor
que 5.

Como mencionamos al comienzo, al resolver una ecuaciéon diferencial en
forma numérica se presentan dos tipos de errores: el error de truncamiento,
introducido al comienzo, que depende del algoritmo elegido y los errores de
redondeo que son causados por la precisién finita con la que se almacenan los
datos y se efectuan las operaciones aritméticas en la computadora; el error total
E es la suma de los errores de redondeo E® y de truncamiento ET, y es el que
debe preocuparnos. Si se analizan las ecuaciones (1) y (2) se observa que al
aumentar el orden del método disminuye el error de truncamiento pero aumenta
el costo computacional relacionado con el niimero de evaluaciones de funciones.
Otra cuestién importante a tener en cuenta cuando se utilizan estos métodos
es la eleccion del tamano del paso h. Si se trabaja con un paso suficientemente



pequeno se comete menos error de truncamiento pero peligrosamente pueden
aumentar los errores de redondeo. Por ello como sugiere la figura 3 se debe
elegir un paso que permita mantener el error total cerca de su valor minimo

man -

g(%O + h)

k1 + 2ko + 2ks + ky
6

Figura 2: Método de Runge-Kutta de 4° orden.

En 1969 Fehlberg propuso un método que permite mantener acotado los
errores de truncamiento seleccionando adecuadamente el tamano de paso. Para
ello combina un método de Runge-Kutta de 4° orden con 5 evaluaciones de
funciones y un método de Runge-Kutta de 5° orden con 6 evaluaciones de
funciones utilizando los mismos puntos de evaluacién mediante el ajuste de
ciertos parametros.

El método de Runge-Kutta-Fehlberg es un método de orden 5 con seis eval-
uaciones de funciones que utiliza dos formulas de orden 4 y 5. Estas formulas
dan diferentes valores aproximados de la solucién y se notan con y(z + h) e
y(z + h),

ylx +h) = y(x —|—Zal i (5)

y(x +h) =y(z +ZbE, (6)



i—1
F;, = hf(CC + cih,y + Zdiij)u 1=1,2,...,6.
j=1
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Figura 3: Distintos tipos de errores.

La férmula (5) es de 5% orden, la férmula (6) es de 4° orden y la diferencia
entre ellas puede interpretarse como una estimacién del error de truncamiento
asociado a la férmula de menor orden y usarse para escoger el tamano del paso,

6

E=y(x+h) —glz+h) = (a —b)F. (7)
i=1

Hay distintos criterios para modificar el paso h. Si el paso actual produce un
error de truncamiento estimado con la férmula (7) mayor que cierta tolerancia
especifica entonces el paso se reduce (usualmente a la mitad); si por el contrario
la estimacién del error estd muy por debajo de la tolerancia dada el tamano del
paso se aumenta (generalmente al doble de su tamano actual).

En general, se llaman métodos de Runge-Kutta adaptativos a aquellos com-
puestos por dos férmulas de érdenes p y ¢ (usualmente ¢ = p + 1) que utilizan
las mismas evaluaciones de funciones para resolver en forma eficiente el PVI.
Algunos métodos adaptativos son el método de 5° orden de RK-Merson, el de
5% orden de RK-Verner, el par de 5° y 6° orden de RK propuesto por Prince y
Dormand (1981) [9].

Estos métodos pueden adaptarse para resolver ecuaciones diferenciales de
orden m (m > 1) cuando se la expresa, mediante un cambio de variables, como



un sistema de m ecuaciones diferenciales de orden uno,

dyr
g—x = f1($7?/1a92a---7ym)7
Y2
dx - fQ(xvylvy%“'vym)a (8)
d
% = fm(x7y17y27"'7ym)7

con las condiciones iniciales,
y1(wo) = a1, y2(w0) = a2,...ym(z0) = am. (9)

En este caso la solucién es una funcién vectorial (y1, ¥y, ..., ym)" que satisface
(8) v (9). En [9] se enuncian teoremas de existencia y unicidad para el sistema
dado. La mayoria del software disponible estd disenado para su resolucion
(RKF45, ode4b, etc.).

Se ha presentado una breve introduccién a los métodos de Runge-Kutta [3,
9]. Existe abundante bibliografia sobre la resolucién numérica de los problemas
de valores iniciales. Los lectores interesados pueden consultar los libros de
Henrici [8], Gear [7], Botha y Pinder [1], Ortega y Poole [11], Shampine [12] y
Dormand [6] por mencionar algunos.

3 Descripcion del modelo de un manipulador

Un manipulador es un dispositivo formado por un conjunto de eslabones rigidos
(links) conectados por un conjunto de juntas (joints). Hay distintos tipos de
juntas: de revolucion, prismaticas, helicoidales, esféricas, cilindricas y planas.
Las dos primeras son las que cominmente se hallan presentes en un robot. En
particular se consideran manipuladores de lazo abierto, es decir aquellos en los
cuales los eslabones forman una simple cadena y cada par de eslabones esta
conectado al otro por una junta de revolucién o prismatica. Las juntas poseen
motores, de forma tal que el movimiento del mecanismo puede controlarse para
llevar a cabo una tarea planeada [5, 10].

Por convencién se designa como eslabén 0 a la base del manipulador y
como eslabén n al extremo del mismo. Cada eslabén puede considerarse como
un cuerpo rigido. Cada junta tiene un grado de libertad, de manera que el
numero de grados de libertad de un manipulador de cadena abierta coincide
con el nimero de juntas que posee. Para las juntas de revolucién la variable
de junta es el dngulo 6; € [0,27). Las juntas prismaticas son descriptas por un
desplazamiento lineal 6; € IR a lo largo de la direccién del eje.

La cinemaética estudia el movimiento sin tener en cuenta las fuerzas que lo
causan: calcula la posicién, la velocidad, la aceleracion y todas las derivadas
de mayor orden del sistema con el que se trabaja. En particular estudiar la



Figura 4: Manipulador

cinematica de un manipulador significa hallar la configuracion del extremo del
manipulador a partir de las configuraciones de cada par de eslabones adya-
centes. Se consideran dos estructuras coordenadas, la estructura S sujeta a un
punto del manipulador estacionario respecto de la base, y la estructura coorde-
nada T sujeta al extremo del manipulador como se muestra en la figura 4. La
estructura T se mueve cuando las juntas del manipulador lo hacen. El problema
cinematico directo de un manipulador consiste en determinar la configuracién
de la estructura T respecto de S a partir de los valores de 8 € (), donde Q es el
espacio de las juntas del manipulador y se define como el producto cartesiano
entre cada espacio de las juntas individuales.

La dindmica estudia la relacion entre las fuerzas aplicadas y el movimien-
to que se produce en el manipulador. Hay muchos métodos para generar las
ecuaciones dindamicas de un sistema mecanico, sin embargo todos ellos generan
sistemas de ecuaciones equivalentes. Un sistema de ecuaciones puede ser mejor
que otro a la hora de efectuar algin calculo o andlisis .

Las ecuaciones dindmicas de Lagrange para el manipulador escritas en forma
matricial son:

M(0)+V(0,0) + F(0) + G(0) =, (10)
donde ny es el numero de juntas del manipulador, 6 € R" y 6 € R™ son los
vectores de posiciones y velocidades de juntas, V(0,0) € R™ y G(0) € R™

10



son los vectores de fuerzas externas, F'(f) € IR™ es el vector de fuerzas de
friccién, 7 € R™ es el vector de torsién en las juntas y M(0) € IR™*™0 es
la matriz de momentos de inercia del manipulador. Las ecuaciones dinamicas
pueden utilizarse para disenar una trayectoria, calculando las fuerzas requeridas
en las juntas para producirla; o para simular una trayectoria calculando las
aceleraciones, velocidades y dngulos de las juntas en funcién de los fuerzas
aplicadas en las mismas .

La simulacién dinamica requiere resolver las ecuaciones diferenciales de se-
gundo orden en 6,

6 =M1 [T —V(0,0) — G() — F(é)} . (11)

Las condiciones iniciales sobre el movimiento del manipulador son de la forma:

6(0) = 6o,
0(0) = 6y
La ecuacién (11) expresada como,
d*0 .
— = (0,0
dtQ f( ) )7

se sustituye por el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden,

%{g}:lﬂgé),]

donde f(6,0) se evalia usando el lado derecho de la expresién (11). Este sistema
se resuelve usando algunos de los métodos de Runge-Kutta descriptos en seccién
1.

4 Experiencia numérica: simulacién dinamica

Para llevar a cabo la experiencia numérica se considera un manipulador de tres
eslabones con tres juntas de revolucién como se muestra en la figura 5.

En [10] se especifican los vectores V(0,0) € R?, G(#) € R® y la matriz
M(#) € R3*3 de la dindmica manipulador, cuyas expresiones son
My O 0
M(9) = [ 0 My My ] ;
0 Mz Mss

11
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Figura 5: Manipulador de tres eslabones

donde:

My = I,85 + L83 + Ly + Lych + Lycds + marics +ma(lica + racas)?,

Moy = I, + Iy + mol} +mari +mars + 2maliracs,
Moz = I, +mars + malyracs,
M3z = Mog,

2
Ms3 = Ixs + mor;,

siendo s9 = sen(f2), se3 = sen(fy + 03), co = cos(b2), c3 = cos(f3), ca3 =
cos(0y +603), my, l;, i, i = 1,2 la masa, el largo y la distancia al centro de masa
del i-ésimo eslabon, Iy, Iy, e I, j =1,2,3 los momentos de inercia alrededor
de los ejes x, y, z del sistema coordenado L;, j = 1,2,3 de cada eslabdn,

0
G(0) = | —(magri +magli)ca — maracas |,
—magracCa3

con g = 9.8m/s?,

12



V(9,0) = C(0,0)0, C(6,60) € R,

ng
ng(eae) = Zﬁz]kekv 1= 1,...,?19, j = 17 SRR
k=1

con:
Bii2 = (Iy,— L, —mari)casa+ Ly, — Ly ) cassas —ma(lico+12c23) (I S2+12523),

P13 = (Iy; — I.;)ca3523 — ma(lica 4 raca3)rasas,

Bi21 = P12, B131 = P13, B211 = —P112,
B223 = —limarass,  [Baza = B223, B233 = 223,
Bs11 = —P113, B322 = —[3223.

Los datos sugeridos para el manipulador son,

i | mi(kg) | Li(m) | ri(m)

T 6. 0.4 0.2

2 ‘ 3. 0.25 | 0.125
j Ixi | Iyi | Izi
I [ 0.350 0.350 0.0750
2 | 0.0806 | 1.20 x 102 | 0.0806
310.0157 | 1.50 x 10~* | 0.0157

Para testear el simulador se llevaron a cabo las siguientes experiencias,

Exp. | to | t; | At] 7(t) | 0o | 6 | F)
1 0. []1.]102]][0,0,0| [-=/2,0.,0]% |10.,0.,0.]F] O.
2 10.|1.1]02]]0,0,0 | [r/6,7/6.,7/18]" | [0.,0.,0.]t | O.

Tabla 1.: Datos para las experiencias 1 y 2.

Se repiten las experiencias anteriores considerando friccién viscosa en cada
junta del manipulador (experiencias 3 y 4), introduciendo el término F'(§) = u6
en la ecuacién (10), con u(j) = 0.5(N.m)s, j =1, 2, 3. La ecuacién diferencial
se resolvié con la funcién ode45 de MATLAB version 6.1.0.450. Release 12.1,
2001. En las figuras 6 y 7 se grafican 6(t), 6(t) y 6(t) de las juntas para las
experiencias 3 y 4.

En las figuras 8 y 9 se muestra la trayectoria descripta por el extremo
libre del manipulador para las experiencias con fricciéon. Ambos gréaficos fueron
generados por una funcién en Matlab utilizando coordenadas cilindricas.
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Figura 6: Resultados de la experiencia 3
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Figura 7: Resultados de la experiencia 4
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5 Conclusiones

La aplicacién presentada en este trabajo ha sido propuesta como proyecto para
alumnos de Métodos Numéricos de la carrera de Ingenieria Mecdnica con buenos
resultados. Este proyecto les permite familiarizarse con funciones propias de
MATLAB (ode45, plot, etc), y disenar sus propias funciones para evaluar las
matrices y vectores de las ecuaciones dinamicas. Una vez resuelto el sistema
de ecuaciones diferenciales de orden uno se grafica la trayectoria descripta por
el extremo libre del manipulador y se analiza si los resultados obtenidos cor-
responden a la respuesta esperada. Como parte del proyecto el alumno debe
consultar la bibliografia especifica sobre el tema y presentar un informe breve
con los resultados obtenidos y las herraminetas utilizadas.

Una alternativa distinta de este proyecto es considerar distintos tipos de
manipuladores utilizando el toolbox de robdtica en MATLAB [4] para generar
en cada instante de tiempo las matrices y los vectores necesarios para obtener

la funcién f(0,6) que se debe evaluar en la ecuacién (11). También se pueden
implementar distintos métodos de resolucion del sistema de ecuaciones diferen-
ciales, entre ellos los de pasos muiltiples.
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Figura 9: Trayectoria de la experiencia 4
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