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. Verificar los ejemplos de médulos dados en [Hungerford, IV.1.]

Probar los tres teoremas de isomorfismo para mddulos.

. Sean R anillo y M un R-médulo. Probar que:

a) si I esideal a izquierda en Ry S C M, S # 0, entonces IS := {>"" | rz;|r; € I,z; € S,n € N} es
un submodulo de M.

b) si I es un ideal en R, entonces M/IM es un R/I-médulo con (r+1I)- (x+ IM) =rxz+IM.

. Sea R un anillo con identidad. Probar que todo R-mdédulo ciclico unitario es isomorfo a un R-mdédulo de

la forma R/J, donde J es un ideal a izquierda de R.

. Sea M un R-méduloy f : M — M un homomorfismo de R-médulos tal que f o f = f. Probar que

M =ker f & Im f.

a) Un conjunto de vectores {z1,...,2,} en un espacio vectorial V' sobre un anillo de divisién es lineal-
mente dependiente si y sélo si existe k, con 1 < k < n, tal que x; es combinacién lineal de los x;
precedentes.

b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
- Si {z1, 22,23} es linealmente independiente en V', entonces {x1 + x2, x3 + 3, 23+ x1} es lineal-
mente independiente,

- char R # 2.

Sean R anillo conmutativo con identidad y M un R-mdédulo unitario. Probar que existe un R-mddulo
libre F'y un submédulo K de F tal que F/K = M. Mostrar que si M estd generado por n elementos,
entonces se puede elegir F' finitamente generado.

. Sean R, S, T anillos de divisién tales que R C S C T. Probar que dimg T = dimg T dimpg S.

. Sea R un DIP, M un R-médulo unitario y p € R elemento primo. Sean pM := {px|z € M}y M[p] :=

{z € M |pxz = 0}. Probar que:

a) R/(p) es un cuerpo.

b) pM y M]|p| son submédulos de M.

c) M/pM es un espacio vectorial sobre R/(p) con (r + (p)) - (x +pM) = ra + pM.
)

d) M][p] es un espacio vectorial sobre R/(p) con (r + (p)) - = ra.

Probar que:

a) dimpgC =2y dimgR = 1.
b) No existe cuerpo K distinto de R y C tal que R ¢ K C C.
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Sea R un anillo con identidad, F' moédulo libre sobre R y n € N. Probar que si F' tiene una base de
cardinalidad n y otra base de cardinalidad de n + 1, entonces F' tiene una base de cardinalidad m, para
todo m € N, con m > n.

Sea K un anillo con identidad y F' un K-médulo libre con basis infinita numerable {ej, e, ...}. Pruebe
que R = Homg (F, F) es un anillo de forma natural y que si n es cualquier entero positivo, entonces el
R-médulo libre a izquierda R tiene una base de n elementos.

Sean [ cuerpo, V' un F-espacio vectorial y T': V' — V una transformacién lineal. Probar que:

a) V es un F[x]-mddulo con la accién dada por f-v = f(T)(v), para todo f € F[z], v € V.
b) S C V es un F[z]-submédulo si y sélo si S es un F-subespacio vectorial y T'(S) C S.

JEs V un F[z]-médulo de torsién?
Las siguientes condiciones sobre un anillo R [posiblemente con identidad] son equivalentes:

a) Todo R-mddulo [unitario] es proyectivo.
b) Toda secuencia sucesién exacta corta de R-mddulos [unitarios] se parte.

¢) Todo R-médulo [unitario] is inyectivo.
Todo espacio vectorial sobre un anillo de division D es tanto un D-mddulo inyectivo como sobreyectivo.

Sea R anillo y sean M, N y P R-médulos. Probar que:

Homp(M @& N, P) =2 Homp(M, P) x Hompg(N, P),
Homp(M,N x P) = Hompg(M, N) x Hompg(M, P),

como grupos abelianos.
Sean R anillo y A, B R-mddulos. Probar que:
(i) Homp(A, B) := {f : A — B| f es homomorfismo de R-médulos} es un grupo abeliano con la ope-

raciéon suma dada por (f + g)(a) := f(a) + g(a), para todo a € A, f, g € Homg(A, B).

(ii) Hompg(A, A) es un anillo con identidad, donde la multiplicacién es la composicién de funciones.
Homp(A, A) se llama el anillo de endomorfismo de A.

(iii) A es un Homp(A, A)-médulo a izquierda unitario con f-a = f(a).
Sean R y S anillos. Un R-S-bimddulo es un grupo abeliano M que tiene estructura de R-médulo a
izquierda, de S-mdédulo a derecha y que satisface r(xs) = (rz)s, para todo x € M, r € Ry s € S.
Notacién:

s pMg denotard que M es un R-S-bimédulo.

s pM denotard que M es un R-médulo a izquierda.

s Mg denotard que M es un S-moddulo a derecha.
Sean rA, rBs, Cr vy sDgr (bi)médulos como se indica arriba. Probar que:

a) Homp(A, B) es un S-médulo a derecha con (f - s)(a) = f(a) -

)
b) (b) = f(b-s).
¢) Homp(C, D (c) =s- f(c).
)
)

»

(4, B)
Hompg(B, A) es un S-médulo a izquierda con (s - f)
(€, D) f)

es un S-maédulo a izquierda con (s -

d) Homp(D,C) es un S-médulo a derecha con (f - s)(d) = f(d) - s

e) Si R es conmutativo, entonces Homp(A, B) es un R-médulo a derecha con (f - r)(a) = f(r - a).



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

a) Si A es grupo abeliano y m € N, entonces Homg(Z,,,, A) = Ajm] = {a € A|ma = 0}.
b) Homgz(Zm, Zn) = Zm - Qué puede decir de Homg, (Zy, Zy) con t = mem(m,n)?
¢) El médulo dual del Z-médulo Z,, es trivial, o sea Z, = 0.

d) Para todo k > 1, Zy, es un Z,,-médulo; ademads, Z;, = Z,, como Z,,-mbdulos.

Sea R anillo con identidad y sean A, B, C'y D R-médulos. Probar que si 0 - A — B — C es una
sucesion exacta, entonces 0 — Homp (D, A) — Hompg(D, B) — Hompg (D, C) es una sucesién exacta de
grupos abelianos. Dar un ejemplo de una sucesién exacta A — B — C' — 0 tal que Homp(D,A) —
Homp(D, B) — Hompg(D,C) — 0 no sea exacta.

Sea R anillo con identidad. Consideremos R con la estructura usual de R-mddulo a izquierda y sea
Homp(R,R) = {f : R — R| f es homomorfismo de R-médulos a izquierda}. Mostrar que existe un iso-
morfismo de anillos Hompg(R, R) = R°P, donde R°P es el anillo opuesto de R. En particular, esto dice que
si R es, ademds, conmutativo, entonces Homp (R, R) = R.

Sean A y B grupos abelianos. Entonces

a) Para cadam >0, A ®z Z,, = A/mA.

b) Zp @7 Ly = 7. con ¢ = med(m,n).

d

e

)
)
¢) Describa A ®z B cuando A y B son grupos abelianos finitamente generados.
) Si A es un grupo abeliano de torsion y Q el grupo aditivo de los niimeros racionales A ®7 Q = 0.
)

QezQ=0Q.

Sea R un anillo conmutativo con identidad tal que cada submddulo de cada R-mddulo libre es libre.
Probar que R es DIP.

Sea R un DIP y A un R-mdédulo unitario ciclico de orden r. Entonces

a) Todo submédulo de A es ciclico con orden dividiendo a 7.

b) Para cualquier divisor de s de r, A tiene exactamente un submédulo ciclico de orden s.

Sea R anillo. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) si M es un R-médulo, entonces existe rankp M.

b) si S es subanillo de R y existe rankp M, entonces existe rankgM y rankp M < rankgM.

¢) si S es subanillo de Ry existen rankpM y rankgM, entonces rankgp M < rankgM.

d) si M es un R-médulo, N es un R-submddulo y existe rankp M, entonces existe rankgp N y rankp N <
rankp M.

e) si M es un R-médulo, N es un R-submédulo y existen rankpM y rankp N, entonces rankp N <
rankp M.

f) Q es un Z-mdédulo libre.
g) R es un Q-mdédulo libre.

h) Imagen homomorfica de un R-médulo de torsién es un R-mdédulo de torsion.



