Primer parcial
8 de abril de 2016

Nombre y apellido:

1. Sea G = {(a,b,c) €R®*:a >0, b > 0} y consideremos la operacién binaria sobre G
(a1,b1,c1) x (a2, b2, c2) == (arag, biby,aica + c1bs)

(a) Probar que G es un grupo con esta operacion.
(b) Si a G se le da la estructura de variedad diferenciable como conjunto abierto de R?, probar que G
con esta estructura es un grupo de Lie.

2. Sea M = (C\ {0})/~, donde z ~ w si y sélo si w = exp(m)z para cierto m € Z. Considerar en M la
unica estructura diferenciable tal que la proyeccién canénica 7 : C\ {0} — M es un difeomorfismo local.

(a) Mostrar que
f:M =R, f([2]) = cos (2mlog (||z]])) ,

esta bien definida y es suave.

(b) Sean p € C\ {0}, m € Z y q = exp(m)p. Consideremos los siguientes vectores tangentes

0 0

u:%p y U:exp(m)%q.

Probar que (dm),u = (dm)qv (acd (z,y) son las coordenadas usuales de C).

(¢) Determinar todos los puntos criticos de f.

3. Consideremos la funcién f : R® — R3 dada por
f(z,y,2) = (xcos(z) — ysin(z), zsin(z) 4+ y cos(z), z)

(a) Es directo probar que f := f|g2 es un difeomorfismo de S? en S?. Comprobar esta afirmacién para
el caso del casquete superior de S2, Ug“ ; es decir, que la restriccién de f a U3Jr es una funcién suave
la cual es difeomorfismo.

(b) Probar que frestringida al paralelo de 52 dado por z = 0 es la funcién identidad pero (df)p no es
la identidad para todo punto p en tal paralelo.
4. (a) Probar que la composicién de funciones suaves es una funcién suave.

(b) Sea M una variedad suave y f € C*°(M). Probar que un mdzimo local de f es un punto critico de
I

(c) Sea M una variedad diferenciable compacta y sea f € C*°(M). Probar que f tiene al menos dos
puntos criticos.



